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Presentación 


Este libro está pensado para formar a pro- 
fesores y profesoras noveles y para apoyar a 
aquellos otros, ya en ejercicio, a los que pronto 
se les ha quedado corto el libro de texto como 
fuente única de apoyo a la docencia, que pien- 
san cambiar elementos de las lecciones desde 
sus primeras clases, que intentan ser autónomos 
en sus propias decisiones y que a lo largo de los 
años pretenden escribir su propio libro de texto 
a base de reflexionar cada día sobre su práctica. 

La vida de un docente de Secundaria, inte- 
resado por su trabajo, tiene al menos dos im- 
pulsos permanentes: las demandas del alum- 
nado y los inputs de nuevas innovaciones o 
estudios que otros compañeros publican y de 
los que puede aprovecharse para mejorar su 
práctica. 

La formación del profesor es continuada, 
no acaba nunca; desde el inicio se observa que 
no hay nada cerrado y terminado. Todo cono- 
cimiento didáctico tiene una entrada constante 
de nuevos datos. Gobernamos nuestra forma- 
ción como el que llevase un barco con muchas 
velas y, para aprovechar el viento, tuviese los 
cabos bien sujetos a fin de que las velas recojan 
el máximo de viento, no flameen y nos hagan 
avanzar. La formación es el viento que se reco- 
ge en distintos contenedores, y toda ella, bien 
administrada, ayuda a dirigirnos con fuerza en 
este mar de olas. Cuando una vela no está bien 
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sujeta o bien coordinada con el resto, flamea y 
no ayuda a avanzar. Este libro, mediante el mé- 
todo de formación de profesores que incorpora 
—el análisis didactico—, permite que los cono- 
cimientos se sitúen en su sitio y favorezcan un 
aprendizaje del profesor equilibrado y cíclico 
en el tiempo, de forma que el esquema apren- 
dido durante la formación inicial se pueda 
mantener año a año, enriqueciendo las habili- 
dades docentes sin que un cabo se suelte o so- 
lamente sea una vela la que impulse el barco. 

Los grandes interrogantes de la profesión 
docente (¿para qué sirve mi trabajo?, ¿dónde lo 
sitúo?, ¿qué tengo que hacer? y ¿cómo se hace?) 
reciben aquí una estupenda respuesta actual y 
abierta a nuevas preguntas que no cierran nun- 
ca el tema. 

Cuáles son las finalidades de mi trabajo 
como profesor de matemáticas, cómo se con- 
creta el objeto de trabajo del profesor alrededor 
de la noción de currículo, quién decide sobre él 
y qué fuerzas sociales han ido configurando di- 
ferentes currículos como el de nuestros abuelos, 
padres, hijos o el que hay que enseñar hoy, son 
conocimientos centrales de los capítulos 1 y 2. 

Nuestra fuente de información más habitual 
son textos matemáticos escolares de diferentes 
tipos, que se redactan usando términos y con- 
ceptos con contenido didáctico. En ellos sobre- 
pasamos el concepto matemático que se estudió 
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en la carrera universitaria para realizar un es- 
tudio didáctico de los conceptos matemáticos. 
Familiarizarse con este tipo de estudios es la mi- 
sión de los capítulos 3 y 4. 

El profesor lo que básicamente hace es pla- 
nificar su actuación en el aula, implementar las 
lecciones con los estudiantes y evaluar tanto los 
aprendizajes como su propio trabajo, que es en- 
señar. Desde el capítulo 5 en adelante este libro 
desarrolla estas tres dimensiones. Preparar la 
clase, tener elementos para saber cómo actuar 
en ella y valorar los resultados. Pero este abani- 
co tan amplio de informaciones a considerar y 
decisiones que tomar se maneja siguiendo un 
método sistemático, orientado por el análisis 
didáctico, en el que se construye el edificio de la 
programación didáctica ascendiendo diferentes 
plantas, que se sustentan y entrelazan unas en 
otras y que sería imposible desgajar o separar 
sin que el resultado final quedase muy afectado. 

Desde el capítulo 5 al 8 se concentra el es- 
tudio dedicado al análisis del contenido mate- 
mático escolar de cualquier tema matemático. 
El objeto es acumular conocimiento desde di- 
ferentes perspectivas para dar significado a los 
contenidos matemáticos del tema que se está 
programando. La forma de acumular este co- 
nocimiento de los significados se condensa al- 
rededor de lo que el análisis didáctico llama 
organizadores curriculares. En el caso del con- 
tenido hay tres organizadores: la estructura 
conceptual, los sistemas de representación y los 
sentidos y modos de uso de los contenidos ma- 
temáticos. 

Una vez finalizado este análisis, el profesor 
dispone de los contenidos del tema clasificados 
cognitivamente y relacionados en un mapa con- 
ceptual. Además, dispone de una descripción 
pormenorizada de los modos de representación 
que afloran cuando se trabaja con este tema. 
Finalmente, este análisis aporta un detallado 
listado de los términos que hacen referencia al 


tema, los contextos de aplicación, los fenóme- 
nos que modeliza el tema y la evolución histó- 
rica de estos usos. El profesorado en formación 
termina este análisis con muchos más datos de 
los que disponía al principio, cuando estudió 
este tema en su Grado o Licenciatura. Y con 
esta nueva acumulación de información orga- 
nizada puede afrontar de forma más segura el 
siguiente paso de la programación didáctica: 
decidir lo que espera que aprenda el alumnado 
después de la enseñanza. 

Aunque algún profesor novel, después de 
realizar el análisis del contenido de un tema ma- 
temático, puede adquirir la convicción de que 
ya tiene casi todo el camino recorrido, pronto 
caerá en la cuenta, al trabajar con los capítulos 
9 al 11, que los mismos contenidos matemáticos 
escolares pueden usarse en diferentes acciones 
de los aprendices. Un profesor puede esperar 
que, ante una propiedad, el estudiante la descri- 
ba, la justifique, la use para demostrar otra pro- 
piedad, busque ejemplos que la describan, la 
aplique en algún problema o incluso le permita 
modelar el planteo de un problema abierto. La 
expectativa de lo que el profesor espera que sea 
capaz el estudiante matiza el uso del contenido. 

La reflexión anterior hace necesario estable- 
cer una mención detallada, una declaración de 
intenciones del profesor que, apoyándose en los 
contenidos y en el modo que se entiende el 
aprendizaje escolar, indique con claridad las ac- 
ciones que el profesor espera del alumnado para 
cada tipo de contenido y en unas condiciones 
específicas. Estos capítulos dedicados al análisis 
cognitivo manejan la terminología propia de las 
expectativas, formuladas como objetivos especi- 
ficos o competencias, relacionándolas entre sí 
con los errores y dificultades que pueden surgir 
en el aprendizaje y con las tareas. Así, mante- 
niendo el mismo esquema que el análisis del 
contenido, los organizadores aglutinantes de la 
información que el profesor selecciona, diseña 
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e incorpora en esta fase son: expectativas de 
aprendizaje, limitaciones del aprendizaje y opor- 
tunidades para el aprendizaje. 

El profesor provoca el aprendizaje en el 
alumnado de Secundaria utilizando las tareas 
escolares como intermediarios, de modo que las 
consecuencias de las decisiones tomadas en los 
análisis descritos del contenido y cognitivo con- 
dicionan mucho las tareas escolares que el pro- 
fesor selecciona o diseña. De esta parte del aná- 
lisis didáctico se ocupan los capítulos 12 al 16 
del libro. 

Las tareas escolares no solamente deben 
responder a las expectativas de aprendizaje que 
el profesor ha diseñado con los contenidos ya 
previstos, sino que también han de tener en 
cuenta que son propuestas de acción para que 
el alumnado responda, resuelva y actúe. Nece- 
sitan incorporar decisiones sobre la compleji- 
dad, los materiales y recursos que se pueden 
utilizar con ellas y las condiciones en que se 
realiza el trabajo. 

Además, en el diseño de una unidad didác- 
tica de un tema matemático el aprendizaje se 
organiza siempre en secuencias de tareas, no 
mediante tareas aisladas de las demás. 

La reflexión anterior comporta agrupar 
nueva información, seleccionar tareas y organi- 
zarlas con un cierto orden. Esta acumulación 
de conocimiento y nuevas decisiones se agrupa 
en torno a otros tres organizadores: las tareas 
y Sus secuencias propiamente dichas, la organi- 
zación del trabajo en el aula y los materiales y 
recursos que ayudan al aprendizaje. 

Así, cuando el profesor concluye el análisis 
de instrucción, en su fase de planificación ha 
diseñado todas las tareas de la unidad didácti- 
ca, clasificándolas según criterios diferentes de 
complejidad. Las ha relacionado con los con- 
tenidos y objetivos planeados a fin de cubrir la 
totalidad de las expectativas. También ha orga- 
nizado la secuencia temporal de implementa- 
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ción de todas las tareas, ayudándose de la com- 
plejidad, de la fase del proceso de aprendizaje 
en se encuentra esta tarea y de los materiales y 
recursos manejados. Por último ha señalado las 
condiciones de trabajo en el aula de cada tarea 
o secuencia. Ya está todo dispuesto para entrar 
en el aula, cerrar la puerta y comenzar la clase. 

Sin embargo, la amplísima panorámica que 
ofrece este texto quedaría incompleta si no in- 
corporase también algunas páginas destinadas 
a mostrar instrumentos y criterios para medir 
lo que aprenden los alumnos y cómo enseña- 
mos los profesores. En este caso unas páginas 
se han convertido en tres capítulos. A la dimen- 
sión evaluativa como cuarto elemento del aná- 
lisis didáctico se dedican por tanto los capítulos 
17, 18 y 19. En el primero se profundiza en la 
regulación normativa y en los significados y 
momentos de la evaluación. El segundo se cen- 
tra en la evaluación en el aula, y el capítulo 19 
profundiza en el análisis evaluativo y en los in- 
dicadores de evaluación. 

Cualquier persona ha sido alumno o alum- 
na, y no necesita ser profesor para tener la con- 
vicción de que el «alumno medio» no existe. 
Cada clase es un conjunto de individualidades 
que responden de modo diferente, por sus ex- 
pectativas, motivación, historia educativa pre- 
via y otros tantos factores que no es necesario 
enumerar. Esta rica heterogeneidad matiza toda 
la programación didáctica y obliga al profeso- 
rado a incorporar ideas y técnicas para atender 
esta diversidad. El último capítulo es una fuen- 
te de sugerencias para matizar todo el trabajo 
anterior y atender a la diversidad en el aula, que 
cada día es más creciente. 

Espero que los lectores y lectoras en forma- 
ción inicial aprovechen este caudal de ideas y 
guarden su estructura durante muchos años 
para ir incorporando todos los nuevos conoci- 
mientos que adquieran a lo largo de su vida 
profesional. A nadie se le escapa que un buen 
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análisis de todos los temas matemáticos del cu- 
rrículo de Secundaria, que culmine en la pro- 
gramación de las unidades didácticas con la 
profundidad que se sugiere aquí, no es tarea de 
un día o un año. Es tarea de años y, si es posi- 
ble, mediante trabajo en equipo. Apoyándose 
en esta estructura de análisis se completan año 
a año temas, cursos y currículo. Estoy conven- 
cido de que los resultados merecen la pena. 
También es justo señalar que en este texto 
hay multitud de guiños a los formadores de 
formadores. Muchos de los capítulos compor- 
tan reflexiones y protocolos de actuación que 
responden a problemas clásicos en Didáctica 


de la Matemática. Espero que también les apro- 
veche. 

Los veinte capítulos de este libro constituyen 
un enorme esfuerzo de síntesis y creación por 
parte de los profesores autores. Reflejan fiel- 
mente y ponen al día horas y horas de trabajo 
de muchos miembros del grupo de investigación 
Didáctica de la Matemática. Pensamiento Numé- 
rico (FOM-193 ), del Departamento de Didác- 
tica de la Matemática de la Universidad de Gra- 
nada, en el que participo y del que me siento 
orgulloso. Gracias por permitirme estar aquí. 


ANTONIO MARÍN 
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Introducción 


Este libro tiene como propósito introdu- 
cir aquellos contenidos sobre Didáctica de la 
matemática que deben conocer los aspirantes 
a trabajar como profesores de matemáticas en 
el sistema educativo, especialmente en los ni- 
veles de Secundaria. Los interesados en alcan- 
zar esta posición necesitan conocer y utilizar 
aquellos contenidos didácticos que forman par- 
te del programa académico establecido para su 
especialización. Esos estudios se realizan du- 
rante un período de formación profesional en 
el cual se fundamentan los conceptos, se siste- 
matizan las técnicas y se realizan las prácticas 
necesarias. 


Regulación de la formación inicial 
del profesor de matemáticas 
de Secundaria 


Los requisitos para ejercer la profesión de 
Profesor de Educación Secundaria Obligatoria y 
Bachillerato, Formación Profesional y Enseñan- 
zas de Idiomas están regulados en la Orden ECI/ 
3858/2007, que incluye la especialidad de profe- 
sor de matemáticas. El título oficial de Máster es 
requerimiento imprescindible para ello. 

En sucesivos apartados la Orden establece 
la denominación del título, los objetivos forma- 
tivos, que se desglosan en once competencias, 
las condiciones para acceder a los estudios y el 
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marco de Planificación para las materias obli- 
gatorias del Máster. 

El título de Máster en Profesorado de Secun- 
daria abarca varias nociones técnicas, nuevas y 
desconocidas para quienes inician esos estudios 
profesionales. En matemáticas esa situación es 
más frecuente de lo que se reconoce, ya que los 
correspondientes estudios de grado están usual- 
mente distanciados de preocupaciones educati- 
vas y de reflexiones antropológicas y culturales. 

El graduado, licenciado o ingeniero que 
inicia su preparación como docente de mate- 
máticas se encuentra sorprendido, a veces des- 
bordado, por la diversidad, desorden y hetero- 
geneidad de nuevas ideas con que tiene que 
trabajar, de los términos y conceptos con los 
cuales tiene que pensar, a veces de modo ines- 
perado, muchos de ellos ajenos, con significa- 
dos desconocidos o cuando menos imprecisos 
y fluctuantes, cuyas relaciones y estructuras no 
son reconocibles fácilmente, o bien muestran 
una aparente desconexión. 

Sea cual sea el motivo, es cierto que el pro- 
fesor de matemáticas en formación precisa de 
unas nociones básicas centrales, bien fundadas 
y conectadas, que constituyan una estructura y 
proporcionen un marco sistemático de identifi- 
cación e interpretación de base empírica. Igual- 
mente, el estudiante para profesor requiere 
ideas bien establecidas y definidas, para poder- 
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las manejar con la confianza de un sistema teó- 
rico bien constituido y coherente, con ideas y 
conceptos claros y precisos, tanto como lo son 
aquellos conceptos matemáticos que se encuen- 
tran en los programas escolares. 


Materias de didáctica de la matemática 
y sus contenidos 


Los módulos que contempla la Planifica- 
ción de las enseñanzas en la Orden ECI/ 
3858/2007 incluyen una enumeración de obje- 
tivos y contenidos mínimos, que estructuran el 
correspondiente plan de estudios. Hay dos ma- 
terias propias para cada especialidad y, por tan- 
to, también para la Especialidad de Matemáti- 
cas. Esas materias son Aprendizaje y enseñanza 
de las materias correspondientes, e Innovación 
docente e iniciación a la investigación educativa. 
Estas dos materias no son de psicología, aun- 
que trabajen frecuentemente con la noción de 
aprendizaje; tampoco son disciplinas de peda- 
gogía o didáctica general, aunque trabajen per- 
manentemente sobre enseñanza e instrucción. 
Son dos materias cuyos contenidos correspon- 
den expresamente a Didáctica de la matemáti- 
ca, si bien en ellas no se describe la especifici- 
dad de sus contenidos. 

Los descriptores de la primera materia dicen: 


«Conocer los desarrollos teórico-prácticos 
de la enseñanza y el aprendizaje de las mate- 
rias correspondientes. Transformar los curricu- 
los en programas de actividades y de trabajo. 
Adquirir criterios de selección y elaboración 
de materiales educativos. Fomentar un clima 
que facilite el aprendizaje y ponga en valor las 
aportaciones de los estudiantes. Integrar la 
formación en comunicación audiovisual y 
multimedia en el proceso de enseñanza-apren- 
dizaje. Conocer estrategias y técnicas de eva- 
luación y entender la evaluación como un ins- 
trumento de regulación y estímulo al esfuerzo.» 


Por su parte, los descriptores de la segunda 
materia expresan: 


«Conocer y aplicar propuestas docentes 
innovadoras en el ámbito de la especialización 
cursada. Analizar críticamente el desempeño 
de la docencia, de las buenas prácticas y de la 
orientación utilizando indicadores de calidad. 
Identificar los problemas relativos a la ense- 
ñanza y aprendizaje de las materias de la espe- 
cialización y plantear alternativas y soluciones. 
Conocer y aplicar metodologías y técnicas bá- 
sicas de investigación y evaluación educativas 
y ser capaz de diseñar y desarrollar proyectos 
de investigación, innovación y evaluación.» 


Entre las materias que articulan esta titula- 
ción, es la asignatura Aprendizaje y enseñanza 
de las matemáticas de Secundaria la que ocupa 
un lugar más destacado. 


Programa de la asignatura 


En este marco legal y normativo, y en el 
contexto de las actuales titulaciones de grado y 
de posgrado, este libro, que hemos titulado Ele- 
mentos de didáctica de la matemática para el 
profesor de Secundaria, formula, organiza y de- 
sarrolla un Programa para la asignatura Apren- 
dizaje y enseñanza de las matemáticas, materia 
obligatoria en el Máster para formación inicial 
del profesor de matemáticas de Secundaria. 

Al igual que un escolar de Secundaria estu- 
dia los contenidos matemáticos escolares, un 
profesor de matemáticas estudia y ha de domi- 
nar los contenidos didácticos correspondientes, 
propósito al cual se dedica este libro. 

Este manual establece un Programa para 
esa asignatura y propone un plan de trabajo 
para el logro de las competencias establecidas 
para el Máster, singularmente aquellas compe- 
tencias que se vinculan con esta materia. Es un 
manual de introducción a la formación inicial 
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del profesor de matemáticas de Secundaria, y 
expone y desarrolla los contenidos didácticos 
para trabajar las matemáticas escolares. 

Este manual sintetiza y recoge la experien- 
cia acumulada por sus autores como responsa- 
bles o partícipes en cursos de formación inicial 
de profesores de matemáticas durante varios 
años. Responde a las reflexiones y estudios rea- 
lizados por varios expertos durante más de tres 
décadas acerca de las competencias profesiona- 
les del profesor de matemáticas. 

El libro tiene el propósito y la ambición de 
compendiar de manera práctica los avances en 
el conocimiento que se han producido en Di- 
dáctica de la matemática, útiles para la forma- 
ción inicial del profesor. Está fundamentado en 
la investigación y en la práctica, si bien es dis- 
tinto y diferente a un informe de investigación 
o a un inventario de recursos. Por los temas que 
abarca y las técnicas que promueve, consiste en 
un manual funcional para profesores de mate- 
máticas de cualquier nivel educativo, si bien, por 
su concreción y por el marco de referencia que 
contempla, se dirige particularmente a los pro- 
fesores de matemáticas de Secundaria. El com- 
pendio que aquí se presenta se ajusta al contex- 
to y atiende a las funciones que el profesor de 
matemáticas realiza en su trabajo, es decir, en 
el sistema educativo y en la planificación y 
puesta en práctica del currículo de matemáti- 
cas. Para ello, el estudio del currículo como es- 
tructura dinámica aporta los fundamentos y 
principios necesarios. 

La propuesta está basada en el método del 
análisis didáctico, modalidad del análisis de 
contenido sostenido en categorías didácticas. 
Considera los avances realizados sobre los con- 
tenidos matemáticos escolares de Secundaria y 
sobre los contenidos didácticos que trabaja el 
profesor de matemáticas. 

El documento introduce reflexiones y apor- 
taciones propias, elaboradas a partir de nuestra 
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experiencia como formadores, asi como de las 
experiencias de profesores en formación que 
han cursado esta materia y de otros formadores 
de profesores e investigadores; se consideran 
antecedentes relevantes y se tienen en cuenta 
los trabajos de algunos expertos en el campo de 
la formación de profesores de matemáticas de 
Secundaria. Los capítulos se organizan en cin- 
co bloques, atendiendo a cinco nociones didác- 
ticas centrales, todas ellas basadas en un mismo 
marco de teoría curricular. 


Elementos 


La inclusión en el título del término «ele- 
mentos» refuerza el sentido de componentes o 
partes integrantes, y con él introducimos e ini- 
ciamos al profesor de matemáticas en los con- 
tenidos didácticos para las matemáticas de Se- 
cundaria. El término «elementos» expresa que 
se trata de nociones básicas, principios elemen- 
tales o componentes básicos a partir de los cua- 
les se construyen dichos contenidos didácticos. 

Este término se ha utilizado frecuentemente 
a lo largo de la historia como denominación 
genérica para titular un sinfín de textos de ma- 
temáticas. En épocas recientes encontramos la 
presencia del término, o del adjetivo derivado 
«elemental», para nombrar muy diversas obras 
de matemáticas. Así ocurre en los libros publica- 
dos en España por Ulloa (1705), Cerdá (1758), 
Bails (1772), Vallejo (1813), Lacroix (1841), Fe- 
liú (1847), Fernández Vallín y Bustillo (1857) u 
Octavio de Toledo (1883), entre muchos otros. 
Más recientemente, diversas obras editadas por 
Rey Pastor en las primeras décadas del siglo XX, 
algunas de ellas en colaboración con Puig Adam, 
incluyen sistemáticamente en su título el término 
«elementos», entre las que destaca la obra Me- 
todología de la matemática elemental (1933). 

Klein publica en 1908 la obra Matemática 
elemental desde un punto de vista superior, cuyo 
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impacto entre los profesores aún se mantie- 
ne. El grupo de matemáticos franceses que se 
constituye en 1935 bajo el seudónimo de Bour- 
baki se propuso revisar los fundamentos de la 
matemática. Con el título general de «Elemen- 
tos de matemáticas» emprenden una obra en la 
que revisan la totalidad de ramas de la mate- 
mática avanzada de su época, con base en la 
teoría de conjuntos, un formalismo estructu- 
ral, el método axiomatico y una nueva exigen- 
cia de rigor. 

El listado de obras que se presentan bajo 
este término sería inagotable. La presencia per- 
manente del término «elementos» muestra así 
un reconocimiento continuado a los Elementos 
de Euclides, obra cuyos valores han servido de 
modelo en todas las ramas de las matemáticas. 
Los matemáticos reconocen el carácter ejem- 
plar de la obra de Euclides, de la cual, en cada 
caso, se destacan determinados rasgos impor- 
tantes. Consideramos que los autores citados y 
muchos otros se propusieron elementalizar las 
matemáticas de su época, es decir, actualizar y 
revitalizar la disciplina mediante un programa 
euclídeo que, sucintamente, queremos resumir 
en los siguientes focos: 


e Un propósito, que consiste en compendiar 
el conocimiento matemático de cada épo- 
ca O circunstancia, subrayar su carácter 
comprensivo y limitar al menor número 
posible sus fundamentos y axiomas. 

e Un método, consistente en analizar las 
proposiciones para evaluar su conteni- 
do semántico, inferir deductivamente nue- 
vas proposiciones y sintetizar unos resul- 
tados. 

* Unos contenidos, que se expresan por un 
programa y constituyen un marco concep- 
tual y procedimental sobre el cual la apli- 
cación del método hace avanzar al cono- 
cimiento. 


En esta tradición, es nuestra intención con- 
tribuir a un plan de formación para profesores 
que se ajuste a un programa euclideo y cuyos 
contenidos procedan de la Didáctica de la ma- 
temática. 


Principios, criterios y contenidos 


Un modo de uso del término elementos co- 
rresponde con aquellas nociones matemáticas 
que sirven de principios para estructurar una 
teoría matemática. En nuestro caso el término 
lo empleamos para aquellas nociones didácti- 
cas que, resumidamente, conforman las matemá- 
ticas escolares, los fundamentos y la estructura 
del currículo de matemáticas, que se organiza 
en dimensiones y niveles. Estas nociones se pre- 
sentan en el primer bloque de temas; son su 
parte constitutiva. Para el profesor en forma- 
ción desempeñan un papel de iniciadores en la 
Didáctica de la matemática y le muestran su 
estructura. El DRAE (1992) identifica el térmi- 
no elemento con estructura formada por piezas 
y con parte constituida de algo. El Diccionario 
del uso del Español (1999), por su parte, llama 
elementos alos fundamentos de una ciencia o arte. 

Un segundo sentido de elementos los iden- 
tifica con criterios de análisis que, en nuestro 
caso, corresponden a las categorías elegidas 
para analizar las dimensiones curriculares. Las 
categorías mencionadas u organizadores se tra- 
bajan mediante el análisis didáctico, variante 
del análisis de contenido. Las correspondientes 
categorías organizan un nivel de reflexión más 
detallado, que la DRAE identifica con los refe- 
rentes a los elementos o principios de una ciencia 
o arte, con lo que es fundamental o primordial. 

Un tercer sentido los identifica con los con- 
tenidos, como unidades últimas de reflexión que 
componen y se identifican mediante los organi- 
zadores curriculares. En este caso, un elemento 
es un componente básico o fundamental, que 
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designa las unidades últimas que constituyen 
una realidad. El DRAE habla de cuerpos simples, 
mientras que el Diccionario del uso del Español 
de individuos 0 componentes de una agrupación. 

De ahí que surjan contenidos didácticos en 
nuestro estudio, al igual que hemos considera- 
do principios y criterios como parte del proce- 
so de elementalización del Programa de forma- 
ción en Didáctica de la matemática. 


Finalidad del libro 


Este manual propone un programa para el 
graduado que comienza su formación, que le 
proporcione contenidos para su preparación y 
le oriente e inicie como profesor de matemáti- 
cas de Secundaria. No está escrito para propo- 
ner una nueva teorización sobre Didáctica de la 
matemática, aunque establece sus bases teóricas 
propias, que aportan criterios claros y distintos 
relativos al marco curricular, a su estructura y 
cambio. Tampoco pretende elaborar un marco 
de investigación para el área, si bien escoge y 
describe su propio sistema, sus métodos, cate- 
gorías y criterios de indagación, señalados por 
el Análisis didáctico, basado en evidencias em- 
píricas y sometido a crítica sistemática. 

El Programa se desarrolla en 20 capítulos. 
Cada capítulo presenta una selección de nocio- 
nes relativas al currículo escolar de matemáti- 
cas y a las condiciones de su planificación e 
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implementación, unas lecturas de referencia y 
unas aplicaciones prácticas de los conceptos 
y criterios tratados. A partir de tales nociones 
se muestran y ejemplifican contenidos sobre 
Didáctica de la matemática que se han seleccio- 
nado en cada caso, como contribución a las 
correspondientes nociones teóricas. Cada ca- 
pítulo también introduce, desarrolla y organiza 
unos contenidos didácticos que proporcionan 
ayuda para su interpretación técnica y su do- 
minio práctico. Para alcanzar estos propósitos 
hemos optado por un estilo directo, que co- 
mienza por establecer e identificar con preci- 
sión un conjunto de nociones básicas vincula- 
das a cada tema o asunto principal, para su 
posterior ejemplificación y desarrollo; cada blo- 
que concluye con un capitulo de síntesis que 
muestra las relaciones entre los conceptos prin- 
cipales tratados. 

Los contenidos didácticos forman parte de 
la tradición de autores y textos de matemáticas 
y son familiares a los profesores en ejercicio, 
siendo objeto de su interés y preocupación. De- 
seamos que su presentación sistemática como 
programa facilite su estudio y aporte una for- 
mación inicial en Didáctica de la matemática, 
mejor fundada y conectada con la práctica. 


Granada, 30 de abril de 2016. 


Luts RICO y ANTONIO MORENO 


BLOQUE 1 


Fundamentos, métodos 
y contenidos didácticos 
de la matemática escolar 


Matemáticas escolares: fines educativos 
y estructura curricular 


LUIS RICO ROMERO 


INTRODUCCIÓN 


Este capítulo forma parte de un bloque inicial de 
contenidos generales sobre enseñanza y aprendi- 
zaje de las matemáticas en Secundaria, que com- 
prende los cuatro primeros capítulos. En ellos se 
introducen diversos conceptos y nociones básicas 
relativas a las matemáticas escolares y se estable- 


1. CONCEPTOS INICIALES 


Los conceptos que introducimos son: mate- 
máticas escolares, educación matemática y fines 
de la educación matemática. 


1.1. Matemáticas escolares 

Nos referimos así a las matemáticas consi- 
deradas como objeto de enseñanza, de apren- 
dizaje y de evaluación, como conocimiento que 
se transmite y se valida mediante el sistema 
educativo. 


1.2. Educación matemática 


Se conoce como sistema educativo al con- 
junto de instituciones sociales encargadas de la 


O Ediciones Pirámide 


cen conexiones entre ellos. En este capítulo inicial 
figuran nociones relativas a la educación matemá- 
tica, a sus finalidades, al currículo de matemáticas 
y su estructura, y a la importancia que tiene esta 
noción en el conocimiento del profesor de mate- 
máticas de Secundaria y en su formación inicial. 


formación de niños, adolescentes, jóvenes y 
profesionales. Dicho sistema se organiza para 
iniciar a los ciudadanos en su herencia cultural, 
insertarlos socialmente e impulsar su forma- 
ción personal y profesional. 

Las matemáticas forman parte de la cultura 
que transmite el sistema educativo y son parte 
esencial de la formación básica que han de 
compartir todos sus ciudadanos, teniendo ple- 
no sentido hablar de educación matemática. 

La educación matemática abarca desde las 
primeras nociones que sobre el número, la for- 
ma, el razonamiento, la prueba y la estructura 
transmitimos a nuestros jóvenes, hasta su cul- 
minación en una formación profesional o en 
estudios superiores. Consideramos la educa- 
ción matemática como conjunto de ideas, con- 
ceptos, procedimientos, procesos y actitudes 
implicados en la construcción, representación, 
uso, transmisión, aplicación y valoración del 


32 / Elementos de didáctica de la matemática para el profesor de Secundaria 


conocimiento matemático que tiene lugar con 
carácter intencional. La educación matemática 
se transmite por medio del sistema educativo. 
También la actividad de los profesores y los 
procesos para su formación como profesionales 
quedan comprendidos dentro de la educación 
matemática. 

Las matemáticas escolares concretan, en su 
caso, el modo en que una institución escolar 
especifica concibe y lleva a cabo la formación 
matemática para niños y jóvenes. 


¿Dónde se localizan las matemáticas 
escolares? ¿Dónde se localizan las matemáticas? 
Describe brevemente, o ejemplifica, las rela- 
ciones y diferencias que puedes establecer entre 
las nociones «matemática escolar», «educación 
matemática» y «matemática». 


1.3. Fines de las matemáticas escolares 


Educar es una actividad intencional que se 
guía por ciertas finalidades generales. Estu- 


diar los fines de la educación matemática con- 
siste en abordar sus «porqués»; es decir, inte- 
rrogarse acerca de por qué las matemáticas 
forman parte de la educación obligatoria con- 
siste en buscar y encontrar respuestas al inte- 
rrogante de por qué forman parte de la heren- 
cia cultural compartida, del patrimonio social 
y formativo que reciben todos los ciudadanos 
en cualquier país del mundo. La pregunta por 
los fines es central en la historia de la educa- 
ción. En educación matemática la cuestión de 
los fines se ha debatido extensamente y se re- 
sume en la pregunta: ¿por qué se enseñan ma- 
temáticas? 


1.4. Discusión sobre los fines 


La tabla 1.1 sintetiza algunos argumentos 
usuales que se manejan cuando tiene lugar una 
discusión acerca de los fines de la educación 
matemática. En el sistema educativo hay que 
enseñar y aprender, hay que transmitir las ma- 
temáticas escolares, debido a que: 


TABLA 1.1 


Argumentos a favor de las matemáticas escolares 


Favorecen la abstracción. 


Tienen carácter universal. 


Favorecen el desarrollo 
del razonamiento. 


Son el lenguaje de la cien- 
cia. 


Favorecen el espíritu crí- 
tico. 


Estimulan la creatividad 
y son divertidas. 


Son una asignatura basi- 
ca y elemental. 


Son un lenguaje y un ins- 
trumento de comunica- 
ción. 


Son un instrumento útil 
de cálculo. 


Son precisas y concisas. 


Potencian el pensamien- 
to científico. 


Son útiles para modelar 
situaciones de la vida co- 
tidiana. 


Ayudan a resolver pro- 
blemas. 


Ayudan al pensamiento 
espacial y a la visualiza- 
ción. 


Promueven la igualdad 
entre los jóvenes. 


Son el lenguaje de la tec- 
nología. 
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Revisa y valora el listado de argumen- 
tos de la tabla 1.1 en tres niveles, según los con- 
sideres muy apropiados, simplemente apropiados 
o escasamente apropiados. 

Completa el anterior listado con otras tres ra- 
zones que expresen otros argumentos con los 
que te sientas identificado. 

¿Qué interés profesional tiene para el profe- 
sor en formación reflexionar sobre los fines de la 
educación matemática? 


nes generales de la educación, mientras que 
otros enuncian los fines de la educación mate- 
mática. 

Identifica los fines establecidos en el actual 
currículo de matemáticas de Secundaria. 

Haz una búsqueda en la red con los términos 
clave «fines educación matemática»; recoge, al 
menos, cinco enunciados que expresen distintas 
finalidades. 


1.5. Fines y planes de formación 


Los expertos en educación, los matemáticos, 
los profesores y los responsables del sistema edu- 
cativo, junto con otros profesionales y agentes 
económicos, académicos, sociales y políticos, des- 
tacan la importancia de la educación matemáti- 
ca. Es usual identificar cuatro órdenes de ideas, 
que ayudan a clasificar los argumentos sobre 
finalidades y que establecen distintas dimensio- 
nes: culturales, sociales, formativas y políticas. 


Identifica en qué categoría consideras 
adecuado incluir las distintas finalidades enuncia- 
das en la tabla 1.1. 


1.6. Finalidades culturales 


Estas finalidades son aquellas que destacan 
la función educativa de los sistemas escolares, 
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subrayando que transmiten un patrimonio cul- 
tural complejo, esencial en cada sociedad. Las 
matemáticas que forman parte del currículo se 
fundamentan en valores básicos primordiales 
de la cultura y de la sociedad en que están ins- 
tituidas. Dejan constancia de que en el sistema 
educativo obligatorio de cualquier país es cons- 
titutivo enseñar matemáticas, ya que el conoci- 
miento matemático es parte de la cultura de 
cada sociedad. La mayor parte de los conoci- 
mientos matemáticos escolares dan expresión a 
mecanismos claros de control para el gobierno 
de la conducta, ya que atienden a planes, fórmu- 
las, reglas, estrategias, procedimientos e instruc- 
ciones. Contribuyen a ajustar la conducta hu- 
mana a pautas de racionalidad y desarrollan un 
pensamiento objetivo; permiten comunicar, in- 
terpretar, predecir y conjeturar, y constituyen 
un fundamento de nuestro conocimiento, ya 
que dan objetividad a nuestra información. De 
este modo, la educación matemática ayuda al 
logro por los escolares de valores culturales. 


GEA Enuncia una finalidad que proponga 
mejorar y desarrollar aspectos culturales median- 


te la educación matemática. 

Identifica algunos criterios que describan esta 
finalidad. 

Entre las finalidades que establece el currícu- 
lo oficial de matemáticas para Secundaria justifi- 
ca cuáles de ellas son culturales. 


1.7. Finalidades sociales 


Estas finalidades subrayan que el conoci- 
miento matemático se conforma e instituye so- 
cialmente, resaltan su carácter común y com- 
partido entre las personas, y destacan que se 
constituye y tiene lugar mediante relaciones de 
comunicación. Manifiestan que las matemáti- 
cas presentan una dimensión pública y que por 
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ello es esencial su aprendizaje. Reconocen las 
representaciones matemáticas (y las del resto de 
disciplinas científicas) como construcciones so- 
ciales. Subrayan la conjetura de la construcción 
social que ubica el conocimiento, la cognición 
y las representaciones en los campos de su pro- 
ducción, distribución y utilización. Sostienen 
que la ciencia está socialmente orientada y sus 
objetivos sostenidos por grupos humanos. 

Parte de las finalidades sociales de la edu- 
cación matemática también se expresan como 
finalidades de carácter utilitario. 

Tres son los espacios de reflexión que mues- 
tran las matemáticas como herramienta intelec- 
tual determinada socialmente: 


e La práctica profesional. 

e Los contextos matemáticos. 

e Los hábitos cotidianos y las prácticas 
usuales mediante las matemáticas. 


Enuncia tres finalidades que se propon- 
gan mejorar y desarrollar capacidades y actitudes 
sociales mediante la educación matemática. 

Identifica algunos criterios que describan la 
finalidad social. 

Entre las finalidades que establece el currícu- 
lo de matemáticas de Secundaria señala cuáles 
de ellas son sociales. 


1.8. Finalidades formativas 


Estas finalidades se sintetizan con los si- 
guientes descriptores: 


1) Capacidad para desarrollar el pensa- 
miento matemático del alumno, que 
permita determinar hechos, establecer 
relaciones, deducir consecuencias y, en 
definitiva, potenciar el razonamiento y 
la capacidad de acción simbólica. 


11) Capacidad de expresión, elaboración 
y apreciación de patrones y regulari- 
dades, y su combinación para obtener 
eficacia y armonía. Las matemáticas 
promueven el uso de esquemas y repre- 
sentaciones gráficas, y fomentan el di- 
seño de formas artísticas, la aprecia- 
ción y creación de belleza. 

111) Adecuación para lograr que cada 
alumno participe en la construcción de 
su propio conocimiento; las matemáti- 
cas escolares han de ser asequibles y no 
pueden constituir un factor de discri- 
minación. 

iv) Versatilidad para estimular el trabajo 
cooperativo, el ejercicio de la crítica, la 
participación y colaboración, la discu- 
sión y defensa de las propias ideas, y para 
asumir la toma conjunta de decisiones. 

v) Potencialidad para desarrollar el traba- 
jo científico y para la búsqueda, iden- 
tificación y resolución de problemas. 

vi) Riqueza de situaciones para movilizar 
las capacidades de comunicación de los 
escolares, y estimular la gratificación 
por los esfuerzos intelectuales y la sa- 
tisfacción con el trabajo bien hecho. 


Enuncia seis finalidades que se pro- 
pongan la formación y mejora intelectual y social 
de los escolares mediante la educación mate- 
mática. 

Identifica algunos criterios que describan esta 
finalidad formativa. 

Entre las finalidades que establece el currícu- 
lo de matemáticas de Secundaria señala cuáles 
de ellas expresan intenciones formativas. 


1.9. Finalidades públicas y políticas 


Estas finalidades se pueden resumir en las 
siguientes características: 
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— La difusión de valores democráticos y de 
integración social, la realización y ejerci- 
cio de la crítica y el esfuerzo por la acción 
comunicativa son claves en la planifica- 
ción y desarrollo de las matemáticas es- 
colares. 


— La visión crítica de la educación matemá- 
tica considera diferentes perspectivas so- 
bre el conocimiento matemático. 


Enuncia dos finalidades que se pro- 
pongan mejorar y desarrollar valores de partici- 
pación crítica y política mediante la educación 
matemática. 

Identifica algunos criterios que describan esta 
finalidad. 

¿Son importantes estas finalidades? 

Entre las finalidades que establece el currícu- 
lo de matemáticas de Secundaria señala cuáles 
de ellas son públicas y políticas. 


tarea 4 de las finalidades que se presentan en 
la tabla 1.1 y discute la variación de criterios que 
has realizado. 

Enuncia una finalidad diferente para cada una 
de las cuatro categorías que resuma las ideas 


co/672/2/Puig1997Investigar.pdf, localiza y lee el 
documento ¿Por qué enseñamos matemáticas 
en la escuela?, cuyo autor es M. Niss. Haz un 
resumen de las ideas principales del documento. 


2. NOCIÓN DE CURRÍCULO 


En su uso educativo, «currículo» es el tér- 
mino habitual para expresar cualquier activi- 
dad de planificar y poner en práctica un pro- 
grama de formación. Un currículo consiste en 
una propuesta de actuación educativa, junto 
con su realización. En un currículo se concre- 
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tan una serie de principios ideológicos, pedagó- 
gicos y psicopedagógicos que, en su conjunto, 
canalizan una orientación para el sistema edu- 
cativo o para la institución que lo plantea. El 
currículo se sitúa entre la declaración de prin- 
cipios generales y su traducción práctica, entre 
lo que se prescribe y lo que realmente sucede 
en el aula. 


Wsi=\ ils) Redacta brevemente las principales 
ideas que describen tu noción de currículo. 


2.1. Descriptores de la noción 
de currículo 


En términos generales, todo plan de forma- 
ción dentro del sistema educativo queda descri- 
to en términos de cinco elementos. Esos cinco 
descriptores son: 


e La población a la que está dirigido el plan 
de formación que se planifica. 

e Los rasgos destacables que identifican el 
tipo de formación planificado. 

e La institución y los recursos en que dicho 
plan se incardina y sustenta. 

e Las finalidades que se quieren alcanzar 
mediante el plan. 

e El seguimiento, control y evaluación al 
que dicho plan vaya a estar sometido. 


Tarea 12: Describe brevemente, para el actual cu- 
rrículo español de matemáticas en Secundaria, 
dónde se identifican y cómo se concretan esos 
cinco referentes. 


La tabla 1.2 resume y esquematiza estas ideas 
como integrantes de un currículo. 
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TABLA 1.2 


Concepto de currículo y componentes 


Currículo: consiste en planificar una formación. Se determina mediante cinco descriptores 


Primer descriptor: personas que se forman 


Edad Formación previa 


Segundo descriptor: tipo de formación 


Normas y códigos Valores Destrezas y técnicas Capacidades Conocimientos 


Tercer descriptor: institución que hace la formación 


Medios y apoyos Recursos Personas 


Cuarto descriptor: fines que se quieren alcanzar. 


Fines culturales Fines formativos Fines éticos Fines sociales 
y formales y de desarrollo y políticos y utilitarios 


Quinto descriptor: control que se realiza 


Evaluación Autorregulación 


2.2. Concepto de currículo 


Ley Orgánica 2/2006, de 3 de mayo, de Edu- 


En la regulación normativa actual del siste- cación y Ley Orgánica 8/2013, de 9 de diciembre, 
ma educativo encontramos la noción de currícu- para la mejora de la calidad educativa. 
lo como concepto. Esta interpretación se esta- «Artículo 6. Currículo. 
bleció en la Ley Orgánica 1/1990 de Ordenación 1. A los efectos de lo dispuesto en esta Ley 
General del Sistema Educativo y se ha mante- Orgánica, se entiende por currículo la re- 
nido y desarrollado, sucesivamente, en la Ley gulación de los elementos que determinan 
Orgánica 2/2006, de 3 de mayo, de Educación, los procesos de enseñanza y aprendizaje 
y en la Ley Orgánica 8/2013, de 9 de diciembre, para cada una de las enseñanzas. 
para la mejora de la calidad educativa. 2. El currículo está integrado por los siguien- 


tes componentes: 


Ley orgánica 1/1990, de 3 de octubre, de Or- a) Los objetivos de cada enseñanza y etapa 
denación General del Sistema Educativo. educativa. 

«Artículo 4.1. A los efectos de lo dispuesto en b) Las competencias, o capacidades para 
esta ley, se entiende por currículo el conjunto de aplicar de forma integrada los conteni- 
objetivos, contenidos, métodos pedagógicos y dos propios de cada enseñanza y etapa 
criterios de evaluación de cada uno de los niveles, educativa, con el fin de lograr la reali- 
etapas, ciclos, grados y modalidades del sistema zación adecuada de actividades y la re- 
educativo que regulan la práctica docente.» solución eficaz de problemas complejos. 
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c) Los contenidos, o conjuntos de conoci- 
mientos, habilidades, destrezas y actitu- 
des que contribuyen al logro de los obje- 
tivos de cada enseñanza y etapa educativa 
y a la adquisición de competencias. 

Los contenidos se ordenan en asigna- 
turas, que se clasifican en materias, ám- 
bitos, áreas y módulos en función de las 
enseñanzas, las etapas educativas o los 
programas en que participen los alum- 
nos y alumnas. 

d) La metodología didáctica, que com- 
prende tanto la descripción de las prác- 
ticas docentes como la organización del 
trabajo de los docentes. 

e) Los estándares y resultados de aprendi- 
zaje evaluables. 


f) Los criterios de evaluación del grado de 


adquisición de las competencias y del 
logro de los objetivos de cada enseñan- 
za y etapa educativa.» 


pios de cada enseñanza y etapa educativa, 
con el fin de lograr la realización adecua- 
da de actividades y la resolución eficaz de 
problemas complejos. 

d) Contenidos: conjunto de conocimientos, 
habilidades, destrezas y actitudes que con- 
tribuyen al logro de los objetivos de cada 
enseñanza y etapa educativa y a la adqui- 
sición de competencias. Los contenidos se 
ordenan en asignaturas, que se clasifican 
en materias y ámbitos, en función de las 
etapas educativas o los programas en que 
participe el alumnado. 

e) Estándares de aprendizaje evaluables: es- 
pecificaciones de los criterios de evalua- 
ción que permiten definir los resultados de 
aprendizaje, y que concretan lo que el estu- 
diante debe saber, comprender y saber hacer 
en cada asignatura; deben ser observables, 
medibles y evaluables, y permitir graduar el 
rendimiento o logro alcanzado. Su diseño 
debe contribuir y facilitar el diseño de prue- 


bas estandarizadas y comparables. 

f) Criterios de evaluación: son el referente 
específico para evaluar el aprendizaje del 
alumnado. Describen aquello que se quie- 
re valorar y que el alumnado debe lograr, 


La normativa del Ministerio de Educación 
español se actualiza, precisando los términos y 
su interpretación de acuerdo con los desarrollos 
y avances posteriores. Así, en el Real Decreto 


1 105/2014, de 26 de diciembre para el currículo tanto en conocimientos como en compe- 
básico de la Educación Secundaria Obligatoria tencias; responden a lo que se pretende 
y del Bachillerato, establece: conseguir en cada asignatura. 


g) Metodología didáctica: conjunto de estra- 
tegias, procedimientos y acciones organiza- 
das y planificadas por el profesorado, de 


1. A efectos de este Real Decreto, se entende- 


rá por: : E : 
manera consciente y reflexiva, con la fina- 
a) Currículo: regulación de los elementos lidad de posibilitar el aprendizaje del alum- 
que determinan los procesos de enseñanza nado y el logro de los objetivos planteados. 


y aprendizaje para cada una de las ense- 
ñanzas y etapas educativas. 


b) Objetivos: referentes relativos a los logros Compara la actual referencia normati- 
que el estudiante debe alcanzar al finalizar va sobre currículo con las normativas anteriores 
cada etapa, como resultado de las expe- y completa esa comparación con la normativa 
riencias de enseñanza-aprendizaje inten- autonómica. 
cionalmente planificadas a tal fin. ¿Qué datos has considerado? ¿Qué criterios 

c) Competencias: capacidades para aplicar has seguido? ¿Qué información has encontrado? 
de forma integrada los contenidos pro- ¿Qué variaciones identificas? 
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Por otra parte, como balance de la regula- 
ción curricular según las distintas leyes, locali- 
zamos también distintos integrantes que, en 
cada caso, determinan la concreción de un cu- 
rrículo. 


3. CURRÍCULO DE MATEMÁTICAS 


Los expertos en educación matemática han 
contribuido, igualmente, a precisar el concep- 
to de currículo de matemáticas y han coordina- 
do sus marcos teóricos con el de los estudios 
curriculares. 


3.1. Cuestiones a que atiende 
el currículo de matemáticas 


Nos ocupamos aquí del currículo de mate- 
máticas para la enseñanza obligatoria; aunque 
nos centramos en la Educación Secundaria 
Obligatoria y Bachillerato, la práctica totalidad 
de argumentos son igualmente válidos para 
Educación Primaria. Entendemos por currículo 
de matemáticas en la enseñanza obligatoria un 
plan de formación, que propone respuestas 
concretas para las siguientes preguntas clave: 
¿qué contenidos?, ¿para qué objetivos y compe- 
tencias?, ¿cuándo y dónde realizar la enseñanza 
y cómo organizar el trabajo de los docentes?, y 
¿qué criterios y resultados de evaluación mues- 
tran el grado de adquisición de las competen- 
cias y el logro de los objetivos de cada enseñan- 
za y etapa educativa? 

Más sucintamente, las cuestiones centrales 
a las que un currículo de matemáticas debe dar 
respuesta son: 


e ¿Qué es y en qué consiste el conocimiento 
matemático? 
e ¿Para qué sirve su aprendizaje? 


e ¿Cómo y cuándo se lleva a cabo su ense- 
ñanza? 

e ¿Qué resultados muestran el logro de los 
aprendizajes? 


3.2. Cuestiones de los documentos 
curriculares 


Si localizamos documentos sobre el curricu- 
lo de matemáticas, tanto los prescritos por el 
Ministerio de Educación como aquellos corres- 
pondientes a desarrollos realizados por las 
Consejerías de Educación de las Comunidades 
Autónomas, es sencillo identificar los aparta- 
dos mencionados y encontrar las interpretacio- 
nes que se hacen, relativas a cómo se entiende 
el conocimiento matemático, su aprendizaje, su 
enseñanza y los modos de su evaluación e in- 
terpretación de resultados. 

En cada documento las respuestas de- 
ben ser claras, precisas y bien establecidas. No 
obstante, es natural encontrar diversidad de 
respuestas a las preguntas clave, bien en un 
mismo momento para distintos niveles de res- 
ponsabilidad, bien a lo largo del tiempo para 
una misma institución y nivel. Cada propues- 
ta curricular, como concreción a las anteriores 
preguntas, ofrece respuestas, en cada caso, en 
materia de: 


e Formas de comprensión del conocimiento. 

e Interpretación del aprendizaje. 

e Implementación de la enseñanza. 

e Valoración de la utilidad y dominio del 
aprendizaje logrado. 


Identifica, en el currículo de matemá- 
ticas para Secundaria de tu comunidad autóno- 
ma, párrafos del documento donde se localicen 
las respuestas correspondientes a las anteriores 
preguntas. 
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3.3. ¿Qué es y en qué consiste 
el conocimiento? 


Esta primera cuestión sirve como referencia 
para otras cuestiones más específicas, tales como: 


e ¿Quélo diferencia de otros conocimientos? 

e ¿Por qué es importante en el medio escolar? 

e ¿Cómo interviene en nuestra cultura? 

e ¿Para qué sirve el conocimiento mate- 
mático? 


Esta discusión no es trivial, pues según cual 
sea la respuesta afectará profundamente de un 
modo u otro a la concepción y desarrollo del 
currículo. Las preguntas anteriores también ad- 
miten diversidad de respuestas. Así, las mate- 
máticas se pueden considerar como: 


e Ideas y conceptos con existencia propia. 

e Producto de invención de genios. 

e Respuestas a problemas y necesidades 
prácticas. 

e Resultado de una construcción social. 

e Reglas y procedimientos formales. 


WAS es, Identifica tu mayor o menor acuerdo con 
cada una de las opciones anteriores; secuéncialas 
según tu mayor o menor conformidad con ellas. 


La consideración del conocimiento mate- 
mático escolar se puede abordar desde diversos 
planteamientos: 


e Planteamiento académico, que centra el 
saber de la matemática según conceptos, 
definiciones, axiomas, propiedades, re- 
glas, pruebas y demostraciones. Esa es- 
tructura se muestra en su organización 
clásica disciplinar: aritmética, geometría, 
álgebra, cálculo, estadística, etc. 


O Ediciones Pirámide 


e Planteamiento formalista, que centra el sa- 


ber en el dominio de reglas, algoritmos y 
destrezas formales. Los conceptos impli- 
can el uso de símbolos que expresan regu- 
laridades; los resultados se alcanzan por 
aplicación precisa y rigurosa de reglas y 
propiedades abstractas; las demostracio- 
nes tienen como ideal la automatización 
de los cálculos, y su finalidad consiste en 
establecer la veracidad o falsedad de las 
proposiciones que se derivan de una deter- 
minada estructura. 

Planteamiento aplicado, que en el ámbito 
escolar se centra en la identificación y re- 
solución de problemas mediante procesos 
de modelización por abstracción de rela- 
ciones entre objetos reales. El núcleo de 
este planteamiento se identifica con una 
diversidad de modos de uso, en diferentes 
situaciones y énfasis, en los conceptos ma- 
temáticos como instrumentos. 
Planteamiento humanista, centrado en el 
desarrollo de valores y de habilidades, des- 
trezas y competencias; se propone dar res- 
puesta a cuestiones cotidianas e interpreta 
la matemática como parte relevante del 
patrimonio cultural y ético de una socie- 
dad. Los conceptos matemáticos se abor- 
dan como esquemas y modos de pensa- 
miento, necesarios para la formación 
cultural de los escolares. 

Planteamiento funcional, que valora la 
matemática como sistema conceptual or- 
ganizado cuyo origen y finalidad está en 
la resolución de determinados problemas 
mediante las capacidades intelectuales de 
las personas. Considera que el conoci- 
miento se manifiesta mediante aquellas 
actividades que movilizan determinados 
conceptos y procedimientos matemáticos 
y dan respuesta a distintas cuestiones. Los 
conceptos de número, cantidad, forma, 
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medida, incertidumbre, estructura y rela- 
ción son centrales. 


INS Reflexiona sobre los distintos plantea- 
mientos considerados. Argumenta con cuáles de 
ellos te identificas y con cuáles no. 


3.4. ¿Qué es el aprendizaje? 


Esta segunda pregunta también proporcio- 
na diferentes interpretaciones: 


e ¿En qué consiste el aprendizaje? 

e ¿Cómo se produce? 

e ¿Cómo aprenden niños y jóvenes? 

e ¿Es resultado de la instrucción, de un pro- 
ceso de evolución o de ambos? 

e ¿Para qué sirve una teoría sobre el apren- 
dizaje escolar de las matemáticas? 

e ¿Cómo caracterizar el aprendizaje en ma- 
temáticas? 

e ¿Necesita un profesor de matemáticas 
conocimientos sobre el aprendizaje es- 
colar? 


WSs FA Haz un breve resumen de tus res- 
puestas personales a cada una de las preguntas 
anteriores y justifica tu respuesta a la última de 
ellas. 


Como se verá en distintos capítulos y apar- 
tados de este libro, todo currículo de matemá- 
tica se basa en algunos referentes teóricos sobre 
el aprendizaje matemático escolar, que propor- 
cionan respuesta a nuevas preguntas generales 
como las siguientes: 


e ¿Cómo son las personas en su trabajo con 
la matemática? 


e ¿Cómo se desarrolla la comprensión de 
los conceptos matemáticos? 

e ¿Cómo son las expectativas que la escuela 
establece para el aprendizaje? 

e ¿Hasta qué punto es posible planificar el 
aprendizaje de un escolar? 

e ¿Qué son las habilidades matemáticas? 

e ¿Cuáles son las dificultades que limitan el 
aprendizaje en matemáticas? 

e ¿Qué oportunidades y demandas cogniti- 
vas facilitan el aprendizaje del alumno? 

e ¿Cuántos tipos de aprendizaje muestran 
las respuestas de los escolares ante las de- 
mandas que les planteamos? 


Redacta respuestas alternativas a 
cada una de las preguntas anteriores. Justifica 
las diferencias entre las distintas opciones. 


El aprendizaje de las matemáticas en Secun- 
daria, por sus finalidades, es importante por 
una diversidad de razones, entre otras por: 


e Su carácter formativo. 

Su utilidad profesional. 

e Su interés cultural. 

e Su carácter de instrumento práctico. 
Su utilidad política. 


También este aprendizaje es importante 
porque promueve el desarrollo de diversas ca- 
pacidades en los escolares de Secundaria, como 
las habilidades para: 


e Identificar situaciones del entorno en que 
se reconozcan sentidos y modos de uso de 
las nociones matemáticas. 

e Proporcionar ejemplos y contraejemplos 
de conceptos. 

e Relacionar y generalizar conceptos y re- 
sultados matemáticos. 
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e Justificar razonadamente enunciados y 
argumentos matemáticos. 

e Resolver problemas en diferentes con- 
textos. 


WAs\ iF Valora tu mayor o menor grado de 
acuerdo con cada uno de estos argumentos so- 


bre la importancia de las matematicas escolares 
en Secundaria. 


3.5. ¿Cómo y cuándo enseñar? 


Esta tercera pregunta también da origen a 
cuestiones diversas, especificas y precisas que 
relacionan educación e instrucción por medio 
de un currículo. Entre esas cuestiones están in- 
cluidas diversas normas y consideraciones mo- 
rales y prácticas: 


e ¿En qué consiste educar? 

e ¿En qué consiste la educación matemática? 

e La enseñanza de las matemáticas, ¿trans- 
mite únicamente conocimientos? 

e ¿Cómo puede formarse a niños y jóvenes 
en un campo del conocimiento? 

e ¿Qué edades son más apropiadas? 

e ¿Cuál es la progresión que se debe seguir? 

e ¿Qué ejemplaridad tiene el trabajo del 
profesor? 

e ¿En qué consiste la instrucción? 

e ¿Se puede diseñar el aprendizaje de otros? 

e ¿Es posible orientar el descubrimiento? 
¿Cómo gestionar el descubrimiento? 

e ¿Cómo gestionar el trabajo en grupo para 
la enseñanza de las matemáticas? 


INAH Localiza ilustraciones que visualicen 
respuestas distintas a cada una de las cuestiones 
propuestas en este apartado. 
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3.6. ¿Qué se aprendió? 
¿Cuál fue el resultado? 


Esta cuarta pregunta genera, de igual modo, 
una serie de cuestiones más específicas: 


e ¿Cómo se establece la utilidad del conoci- 
miento matemático? 

e ¿Qué determina la competencia matemá- 
tica de una persona? 

e ¿Cómo se valora esa competencia? 

e ¿Cómo y quiénes pueden valorar la efica- 
cia de un currículo y modificarlo en con- 
secuencia? 

e ¿Cómo y con qué criterios se evalúan las 
capacidades de un profesor? 

e ¿Qué mecanismos modifican un currículo 
y cómo se ponen en práctica? 


ESA Completa el anterior listado de opcio- 
nes relativas a la reflexión sobre la evaluación en 
el currículo de matemáticas de Secundaria. 


4. DIMENSIONES Y NIVELES  — 
DEL CURRICULO DE MATEMATICAS 


4.1. Las cuestiones identifican 
dimensiones 


Las cuatro cuestiones examinadas se consi- 
deran sustantivas y permiten postular dimensio- 
nes en torno a las cuales organizar los niveles 
de reflexión curricular. Las cuestiones enuncia- 
das generan dimensiones para organizar el pen- 
samiento sobre el currículo, pero no establecen 
su contenido explicito. 

Las dimensiones del currículo de matemáti- 
cas que lo fundamentan son: 


e Dimensión cultural/conceptual. 
e Dimensión cognitiva. 
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e Dimensión ética/formativa. 
e Dimensión social. 


El siguiente gráfico presenta una estructura 
con las dimensiones contempladas: 


Cultura/conceptual 


Social 


Cognitiva 


Ética/formativa 


Figura 1.1.—Dimensiones del currículo de matemáticas. 


Identifica, en el actual currículo de ma- 
temáticas de Secundaria, indicadores que mues- 
tren la presencia de las cuatro dimensiones pre- 
sentadas. 


4.2. Niveles de reflexión curricular 


Los niveles de análisis y reflexión que se 
pueden abordar y estudiar desde un marco cu- 
rricular son diversos. Esos niveles se presentan 
al trabajar el currículo desde una prioridad o 
perspectiva determinada. Las cuatro dimensio- 
nes indicadas en la figura 1.1 suministran un 
marco para un estudio sistemático del currículo. 

Así, cuando se asume el currículo como plan 
de trabajo para el profesor, como plan de ac- 
ción, la actuación en el aula es el nivel conside- 
rado. Las órdenes y normas que regulan la con- 
creción curricular del Ministerio, o de una 
Consejería de Educación, centran dicho plan de 


trabajo y lo expresan mediante unos contenidos, 
unos objetivos, una metodología y unos crite- 
rios de evaluación. Estas nociones concretan las 
cuatro dimensiones consideradas en este nivel. 

Desde la administración educativa conside- 
ramos otro nivel de responsabilidad, que con- 
templa el currículo como instrumento de plani- 
ficación para el sistema escolar. Los decretos 
del Ministerio estructuran este nivel de concre- 
ción curricular. Para ello, los conocimientos se 
sistematizan mediante materias y asignaturas, 
los aprendizajes escolares se organizan por ni- 
veles y ciclos, los profesores tienen responsabi- 
lidades docentes determinadas, y el centro esco- 
lar asume y pone en práctica las funciones de la 
evaluación. El currículo como instrumento de 
planificación viene determinado por la regula- 
ción de los conocimientos escolares, el desem- 
peño de los alumnos, la actuación de los pro- 
fesores, la responsabilidad de la escuela y sus 
interrelaciones. 

También el currículo se trabaja desde un ni- 
vel teórico e investigador, de reflexión discipli- 
nar y erudita, en el cual distintas disciplinas 
académicas abordan y estudian sus fundamen- 
tos teóricos y su implementación técnica. Las 
facultades de educación y centros de formación 
de profesores, los departamentos de historia, 
filosofía y didáctica de la matemática, son ins- 
tituciones que abordan desde un nivel discipli- 
nar especializado el estudio del currículo de 
matemáticas. Las distintas disciplinas vincula- 
das, según las dimensiones del currículo, regu- 
lan este nivel académico. 

Igualmente, como hemos visto al comienzo 
al considerar los fines generales de la educa- 
ción, su consideración sitúa al currículo en un 
nivel teleológico. 

Como se ha indicado, cada uno de estos ni- 
veles de reflexión caracteriza el currículo me- 
diante componentes, por cada una de las di- 
mensiones consideradas. Dicho de otra manera, 
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n nivel reflexión resultan pertinen os a 
; E Eee E E E : dos tan pe k entes UELH Identifica distintos documentos en el 
as cuestiones curriculares: qué formación, para actual currículo de matemáticas de Secundaria, 


qué esa formación, cómo se puede alcanzar y que aporten indicadores que muestren la presen- 
qué formación se alcanzó. Esto es así porque, sea cia de ideas para los cuatro niveles considerados. 


cual sea el nivel de reflexión, se trabaja sobre 
una idea central de plan de formación. 


Las componentes proporcionan un núcleo La tabla 1.3 muestra algunos componentes 
de conceptos adecuado para organizar las res- curriculares o conceptos prioritarios que los ex- 
puestas a las cuestiones curriculares básicas en  pertos consideran, según distintos niveles y por 
cada nivel. cada una de las dimensiones. 

TABLA 1.3 


Componentes del currículo según los niveles y dimensiones 


Dimensiones del currículo de matemáticas 


Cultural/conceptual Cognitiva Ética o política Social 


Primer nivel: planificación para los profesores 


Contenidos Objetivos Metodología Evaluación 


Segundo nivel: planificación del sistema educativo 


Conocimiento Alumno Profesor Aula 


Tercer nivel: disciplinas académicas 


Matemática, Teorías del aprendizaje Pedagogía Sociología 
epistemología, historia Teoría curricular de la educación 


Cuarto nivel: teleológico o de finalidades 


Fines culturales Fines formativos Fines éticos Fines sociales 
y formales y de desarrollo y políticos y utilitarios 


Localiza la conferencia Estructura del juntamente la complejidad de las distintas cues- 


currículo de matemáticas: https://www.youtube. tiones relativas a las matemáticas escolares, a 
com/watch?v = 84679t8r3fU&list = UUbRIM9Mk su aprendizaje y a su enseñanza. 
f0_sll2IdGT1EOQ, y resume su primera parte. 


4.3. Currículo y trabajo profesional 
La coordinación de los cuatro componentes 
en diferentes niveles proporciona una estructu- El profesor de matemáticas es un profesio- 
ra sistémica con la cual se puede abordar con- nal que ha asumido la responsabilidad de edu- 
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car a los jóvenes en una sociedad democrática 
y avanzada mediante la enseñanza de las ma- 
temáticas escolares. El currículo de matemáti- 
cas es un importante instrumento para este 
trabajo. 

El concepto de currículo se presenta como 
estructura, como sistema organizado de ideas 
mediante dimensiones y niveles. El currículo es- 
colar de matemáticas atiende a las funciones de 
un sistema educativo y ayuda a plantear pregun- 
tas y a obtener respuestas sobre las cuestiones 
centrales de la enseñanza, el aprendizaje y la eva- 
luación de la disciplina. Un currículo planifica, 
implementa y evalúa planes educativos en un 
medio social, establecidos por una institución. 
El conocimiento sobre el currículo es un marco 
interpretativo potente, un sistema conceptual 
que aporta conocimiento profesional estructura- 
do. El currículo ayuda en la reflexión y el traba- 
jo del profesor de matemáticas de Secundaria. 


Interrogantes y reflexiones relativas al 
currículo de matemáticas. 
A modo de resumen, proponemos una serie 
de interrogantes para cuya respuesta sugerimos 
emplear la noción de currículo: 


e ¿Es necesaria la noción de currículo de 
matemáticas? ¿Para qué es necesaria y 
para qué no lo es? ¿A qué interrogantes 
debe dar respuesta esta noción? 

e ¿Qué conceptos han mejorado? ¿Cuáles 
continúan confusos? 

e ¿Qué necesita entender el profesor de ma- 
temáticas de Secundaria sobre la noción 
de currículo?, ¿qué necesita conocer?, 
¿cuándo y cómo debe aplicar esa noción? 

e En la normativa actual sobre matemáticas, 
¿cómo se describe el actual currículo de 
matemáticas?, ¿qué conocimientos lo fun- 
damentan? 

e ¿Qué documentos curriculares ha de co- 
nocer el profesor de matemáticas de Se- 
cundaria? ¿Se identifican las dimensiones 
curriculares en esos documentos? 


Realiza un esquema con un balance de dudas 
y dificultades encontradas en este capítulo, junto 
con aquellos aspectos resueltos. 

Comparte y discute el esquema anterior con 
tus compañeros. 


La estructura curricular proporciona el 
marco que sustenta el trabajo sobre enseñanza, 
aprendizaje y evaluación de las matemáticas es- 
colares que se desarrolla en este libro. 
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Cambio y desarrollo en el currículo 


LUIS RICO ROMERO 


INTRODUCCIÓN 


Este capítulo trata el cambio curricular desde dos 
perspectivas. La primera identifica los factores que 
influyen e intervienen en todo proceso de avance y 
modificación. Con intención de entender esa dinámi- 
ca y sistematizar su estudio, los expertos utilizan dos 
tipos de categorías: los modelos de desarrollo del 
currículo y las estrategias de innovación curricular. 
Una segunda perspectiva describe diacrónicamente 


1. DINÁMICA DEL CAMBIO 
CURRICULAR 


Los cambios curriculares en matemáticas 
provienen de los impulsos y obstáculos que ac- 
túan a favor o en contra de su realización. Las 
presiones que los promueven, así como las ba- 
rreras que los dificultan u obstaculizan, ponen 
de manifiesto las limitaciones y carencias de los 
programas de formación en un determinado 
momento, siendo así expresión de las necesida- 
des de renovación y revisión. 


Identifica y describe tres razones que 
estuvieron en el origen y determinaron el último 
cambio curricular. Para ayudarte, lee el preámbu- 
lo de la LOMCE. 
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las variaciones ocurridas en el currículo de matemá- 
ticas en España en los últimos 50 años, cambios que 
se interpretan mediante una serie de componentes 
que permiten comparar los distintos currículos y des- 
cribir sus diferencias. Se describen cuatro currículos, 
desde el establecido en 1970 como resultado de la 
Ley General de Educación, al de 2014, resultante de 
la LOMCE. 


Presiones y obstáculos conforman un siste- 
ma de fuerzas dinámico que acompaña al cam- 
bio, cuyo contraste tiene lugar en los debates 
sobre innovación curricular. Su resultante de- 
termina la dirección del nuevo currículo. Des- 
cribimos algunas fuerzas singulares que ejem- 
plifican este sistema y sus conflictos. 


1.1. Propuestas para el cambio 
curricular en matemáticas 


Entre las exigencias sociales y políticas que 
actúan a favor de los cambios curriculares des- 
tacan varias directrices: 


1) Propuestas de renovación con origen 
ideológico, filosófico, económico o po- 
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ii) 


iii) 


iv) 


lítico. Algunas opciones de cambio pro- 
ceden de los movimientos igualitarios, 
de la aproximación a las raices cultura- 
les e históricas, de demandas que propo- 
nen diversos grupos profesionales, de las 
necesidades producidas por el desarrollo 
económico y técnico de un país, o de los 
deseos de los ciudadanos, liderados por 
autoridades locales, que encauzan de- 
mandas educativas. Estos planteamien- 
tos atienden a fines prioritarios de la 
educación y tienen su fundamento en un 
sistema de pensamiento estructurado. 
Propuestas de renovación debidas a la 
evolución de los conocimientos mate- 
máticos. Se producen, junto con el de- 
sarrollo o reformulación de teorías ya 
existentes (desarrollo de taxonomías, 
estudio de sistemas dinámicos), cuan- 
do aparecen campos nuevos (fractales, 
teoría del caos) o cuando se renuevan 
modos de presentar contenidos (reso- 
lución de problemas, modelización). 
También los medios técnicos avanza- 
dos, como los computadores y nuevo 
software (Geogebra, Cabri, Derive), 
plantean la necesidad de innovación. 
Propuestas de raíz educativa. Entre las 
fuerzas más conocidas destacan la apa- 
rición de nuevas teorías educativas, 
bien sobre aprendizaje (Aproximación 
cognitiva, Constructivismo, Procesa- 
miento de la información) bien sobre 
enseñanza (Enseñanza programada, 
Software interactivo). Los cambios 
provienen de las investigaciones, de la 
introducción de las nuevas tecnologías, 
o bien por importación de conceptos, 
técnicas, procedimientos o modelos de 
otros campos de la educación. 
Propuestas cuyo origen está en los de- 
seos de innovación que surgen de la 


práctica. Los profesionales necesitan 
mejorar su eficacia y abandonar aspec- 
tos rutinarios de los usos escolares. La 
competitividad entre grupos de docen- 
tes y la necesidad de plantear y superar 
nuevas expectativas de aprendizaje son 
fuerzas que impulsan los cambios. Los 
nuevos planes de estudio de la univer- 
sidad también condicionan los objeti- 
vos previstos por los currículos de Se- 
cundaria y Bachillerato. Hay que tener 
en cuenta las presiones comerciales de 
las editoriales por cambiar los manua- 
les escolares y didácticos cuando los 
productos llevan mucho tiempo en el 
mercado y su venta disminuye. 


Localiza y describe una propuesta de 
cambio que impulsara el currículo actual, por 
cada uno de los tipos de presión descritos ante- 
riormente. 


1.2. Obstáculos que impiden el cambio 
curricular 


Entre los inconvenientes hay, igualmente, 
variedad de planteamientos según el origen o 
causa que los provocan. 


1) Planteamientos según diferentes ideo- 
logías, y cuyos argumentos defienden 
valores que sienten vulnerados por una 
determinada innovación. Estos casos 
plantean oposiciones fuertes, a veces 
insalvables, para los cambios curri- 
culares. Su origen está en principios 
estrictos de tipo político, educativo, 
social o religioso. Estas barreras se ob- 
servan mejor en la historia, cuando se 
estudian conflictos ya superados, en su 
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iii) 


iv) 


mayoría consistentes en la contraposi- 
ción entre razón y autoridad. Se en- 
cuentra aquí un motivo de resistencia 
hacia cambios que puedan implicar 
una orientación hacia la utilidad prác- 
tica de las matemáticas y el uso de co- 
nocimientos que no hayan sido previa- 
mente formalizados y demostrados. 
Planteamientos basados en relaciones 
de poder para la toma de decisiones y 
en la responsabilidad para el cambio. 
Toda modificación en un currículo im- 
plica un cambio en la balanza de po- 
der, que promueve un mayor dominio 
de generaciones jóvenes, formadas en 
las nuevas técnicas y conceptos, con 
pérdida de influencia de los profesores 
formados anteriormente. También 
puede verse como intromisión de las 
administraciones en la autonomía de 
los centros y profesores. Ocurre que 
hay sectores sociales y educativos que 
perciben y valoran el cambio como un 
beneficio, mientras que otros lo sienten 
como disminución de su influencia o 
autoridad. 

Planteamientos que se derivan de cues- 
tiones de tipo práctico. Destaca el des- 
conocimiento de nuevos contenidos o 
procedimientos por parte del profeso- 
rado, la inexistencia de libros de texto 
adecuados al nuevo currículo o de ma- 
teriales para su desarrollo, o también 
el abandono de conocimientos que se 
estimaron como útiles y que desapare- 
cen con las innovaciones. Es dificil con- 
vencer de la necesidad del cambio a 
profesores a los que ha costado traba- 
jo controlar el currículo que se quiere 
reemplazar. 

Planteamientos de origen psicológico. 
Lo conocido proporciona seguridad y 
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las innovaciones suponen siempre ries- 
gos, o al menos así se aprecia. Por esta 
razón siempre hay que superar blo- 
queos psicológicos antes de aceptar 
una innovación. Hay circunstancias en 
las que hay que superar errores previos 
o precedentes equivocados; en otras 
ocasiones hay que incentivar a las per- 
sonas implicadas en la innovación, ya 
que cuando no perciben ventajas en el 
cambio no suelen aceptarlo con faci- 
lidad. 


Localiza y describe un ejemplo de obs- 
táculo o barrera que se oponga o impida un cam- 
bio curricular, según cada uno de los plantea- 
mientos descritos. 


Esquemáticamente: 
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Sociales F 
DE Valoración 
y políticas 
ra Relación 
Matemáticas 
de poder 
Educativas ae 
Practicas 
Deseos 


de innovación 


Presiones en contra 


Psicológicas 


Figura 2.1.—Balance de fuerzas a favor y en contra del 


cambio curricular. 


En resumen, los cambios curriculares deben 
responder a las necesidades planteadas, estruc- 
turadas según las dimensiones antes estableci- 
das para la noción de currículo: 
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e Retos formativos y educativos gene- 


rales. 


e Avances científicos y técnicos de las ma- 
temáticas y otras disciplinas. 
e Compromisos con la mejora y la inno- 


vación. 


e Respuestas para diversas demandas poli- 


ticas y sociales. 


1.3. Planificación del cambio y modelos 
de innovación curricular 


Los modelos son marcos teóricos diferentes 
que fundamentan las decisiones que subyacen 
en los proyectos de innovación; difieren por el 
énfasis que ponen en algunas peculiaridades 
del currículo como determinantes del cambio. 


TABLA 2.1 


Modelos curriculares para matemáticas escolares 


Modelos curriculares 


Matemática pura 


Matemática aplicada 


Matemática conceptual 


Destrezas básicas 


Valores implícitos 


Matemáticas por su 
propio interés. 


Transferencia a la cien- 
cla e ingeniería. 


Generalización de con- 
ceptos. 


Utilidad para el trabajo 
y necesidades. 


Orden de prioridades 


Análisis. Aplicación. Comprensión. Cálculo. 
Comprensión. Cálculo. Aplicación. Comprensión. 
Aplicación. Comprensión. Cálculo. Aplicación. 
Cálculo. Análisis. Análisis. Análisis. 
Organización curricular 
Axiomático. Centrado en los proble- | Espiral. Estructurado, secuen- 


mas. 
Dependiente del campo 
de aplicaciones. 


cial, jerárquico. 


Objetivos de instrucción prioritarios 


Producción de solucio- 
nes propias por los estu- 
diantes. Precisión lógica. 


Facilidad para resolver 
problemas del mundo 
real. 


Comprensión de con- 
ceptos y relaciones. 


Maestría sobre las des- 
trezas. 


Papel y preparación del profesor 


Autoridad y función de 
modelo. 

Conocimiento intensivo 
del contenido. 


Fuente de ejemplos de 
problemas y modelos 
de resolución. 
Conocimiento extensi- 
vo del contenido. 


Comunicador de con- 
ceptos. 

Conocimiento del con- 
tenido para generar 
ejemplos variados. 


Diagnosticar y pres- 
cribir. 

Conocimiento del con- 
tenido requerido míni- 
mo. 
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TABLA 2.1 (continuación) 


Modelos curriculares 


Matemática pura 


Matemática aplicada 


Matemática conceptual 


Destrezas básicas 


Responsabilidad de los logros 


Estudiante. 


Estudiante, después el 
instructor. 


Instructor, después el 
estudiante. 


Instructor. 


Porcentaje de la 


población diana! 


Tope del 10% de la po- 
blación de estudiantes. 


Tope del 25% de la po- 
blación de estudiantes. 


Tope del 75% de la po- 
blación de estudiantes. 


Total de población de 
estudiantes. 


Sin pretensión de exhaustividad, la tabla 2.1 
presenta comparativamente cuatro modelos cu- 
rriculares, con su foco de atención puesto en la 
dimensión conceptual del currículo, es decir, en 
el modo de concebir las matemáticas escolares. 
Los modelos se titulan: Matemática pura, Ma- 
temática aplicada, Matemática conceptual y 
Destrezas matemáticas básicas. Cada uno de 
los modelos se describe según las mismas pecu- 
liaridades o características curriculares, lo cual 
ayuda a su comparación. 

Los proyectos, en la práctica, pueden plani- 
ficarse siguiendo una combinación de modelos 
diversos, o bien recoger tendencias distintas en 
distintos niveles de trabajo. Los expertos con- 
sideran distintos criterios para establecer los 
modelos de innovación. 


Justifica a cuál de los modelos curricu- 
lares presentados se ajusta mejor el actual cu- 
rrículo de matemáticas para Secundaria Obliga- 
toria, según cada una de las características de la 
tabla 2.1. 


! Este apartado se refiere al porcentaje del total de 
alumnos que se puede esperar alcancen los logros previs- 
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2. ORGANIZACIÓN DEL CAMBIO 
CURRICULAR 


Los proyectos surgen como respuesta prácti- 
ca a la necesidad de realizar cambios de fondo y 
forma en el currículo escolar, y dar respuesta a 
problemas escolares o didácticos social o acadé- 
micamente detectados. Los proyectos han tenido 
presencia discontinua en los procesos institucio- 
nales de cambio en el sistema educativo español. 

Parte importante de los proyectos suele estar 
basada en la estrategia Investigación-Desarrollo- 
innovación (I+D+i). Los proyectos surgen de 
grupos de matemáticos y profesores de matemá- 
ticas que comparten preocupaciones docentes, 
y que planifican y redactan un material para su 
abordaje y respuesta. Estas propuestas se ensa- 
yan en centros piloto o en experiencias de aula. 


Localiza información sobre algún pro- 
yecto de innovación o cambio curricular en ma- 
temáticas que se ajuste a la estrategia I+D+i, e 
identifica sus rasgos centrales. 


tos según cada modelo considerado, no siendo un resul- 
tado predeterminado. 
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2.1. Niveles de organización 


Según las instituciones y personas implica- 
das, en términos generales los expertos señalan 
tres niveles de organización que pueden consi- 
derarse para la planificación y puesta en fun- 
cionamiento de un cambio curricular. Dichos 
niveles son: grandes proyectos, proyectos loca- 
les y proyectos individuales. 

Los grandes proyectos vienen promovidos o 
apoyados por organismos oficiales, que afectan 
a todo el sistema escolar cuando es centraliza- 
do. El material elaborado, como programas y 
libros de texto o material de trabajo, se utiliza 
en todos los centros. La mayor parte del profe- 
sorado no participa en la planificación, en la 
fijación de metas ni en la preparación del ma- 
terial o de las pruebas de evaluación. Las mo- 
dificaciones del currículo de matemáticas de 
Secundaria realizadas en España han sido prin- 
cipalmente de este tipo, singularmente en la dé- 
cada de los ochenta del pasado siglo, previa- 
mente a la LOGSE; también las modificaciones 
institucionales del sistema educativo. 

Los proyectos locales abarcan un grupo de 
centros en una región o bien comparten un pro- 
grama educativo. Suelen incluir la guía de pro- 
fesionales del currículo. Los centros o profeso- 
res, o los profesores organizados en seminarios, 
suelen estar implicados en la toma de decisio- 
nes y en las fases del trabajo. Se fomenta la 
creación y empleo de materiales de elaboración 
propia, evitando así los problemas derivados de 
la difusión y ejecución de materiales. En Espa- 
ña ha trabajado de este modo el Movimiento 
Cooperativo por una Escuela Popular. 

Los proyectos individuales los promueve una 
sola escuela, un grupo reducido de profesores 
o, más raramente, un solo profesor; estos pro- 
yectos constituyen la unidad básica de innova- 
ción y están en el origen de algunos proyectos 
que han logrado impacto posterior. Varios pro- 


fesores cooperan regularmente en equipo para 
discutir un tópico o elaborar un material, no 
existiendo problemas de difusión y ejecución 
dentro del grupo restringido, que lo elabora y 
pone en práctica de manera continuada. 

En España se han llevado a cabo un núme- 
ro apreciable de proyectos individuales, entre 
ellos los promovidos por el Grupo Zero y el 
Grupo Cero, por el Equipo Granada-Mats, y 
también por algunas sociedades de profesores 
de matemáticas, entre 1970 y 1990. 


Identifica condiciones y describe cir- 
cunstancias que puedan hacer más conveniente 
seguir una estrategia de gran proyecto, de pro- 
yecto local o de proyecto individual. Identifica sus 
ventajas e inconvenientes. 


2.2. El profesor en la dinámica 
del cambio 


Para implicar al profesorado en la implan- 
tación de innovaciones curriculares se conside- 
ran tres variantes estratégicas: de poder coerci- 
tivo, racional-empiricas y racional-educativas. 
En estas estrategias el papel asignado al profe- 
sor como agente del cambio muestra la consi- 
deración social que tiene el profesor dentro del 
sistema. La tabla 2.2 resume esas estrategias, 
junto con el papel asignado al profesor y los 
atributos requeridos en cada caso. 

Por lo general, el papel del profesor dentro 
del sistema no viene definido con precisión ni 
de manera unívoca. Su participación en los 
cambios curriculares dependerá de cómo asu- 
ma sus funciones, de su actitud respecto a las 
innovaciones y de su dedicación al trabajo en 
los diferentes niveles que todo cambio conlleva. 

El profesor es intermediario entre el currícu- 
lo y los alumnos; por ello, cualquier intento de 
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TABLA 2.2 


Diversidad de estrategias y atributos requeridos al profesor 


Estrategias de formación 


Coercitivas 


Racional-empiricas 


Racional-educativas 


Consideran al profesor como 


Mero transmisor 


Semiautónomo y manipulable 


Profesional autónomo 


Atributos requeridos como resultado de la formación 


Baja cualificación 


cambiar el currículo debe considerar la respon- 
sabilidad del profesor. Los profesores pueden 
verse implicados en un cambio curricular de 
dos modos: como participantes en el proceso 
o como usuarios de un producto. El papel del 
profesor varía según las expectativas y la con- 
cepción de sus responsabilidades. El impacto 
del cambio curricular en las funciones del pro- 
fesor depende también de sus actitudes hacia 
aquello que es posible y adecuado. 


G= TA Argumenta cuál es el papel del profe- 
sor de matemáticas de Secundaria en el currícu- 


lo actual. 


Desde su aula el profesor ve el currículo de 
matemáticas como parte del proceso educativo. 
Solamente cambiará su enseñanza si se ve com- 
prometido en el cambio con objetivos educati- 
vos más amplios, junto con otros más específi- 
cos de matemáticas. 


¿Cómo contribuye el actual Máster de 
Profesorado en Secundaria a la formación del 
profesorado de matemáticas? ¿Qué estrategia 
promueve? 
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Mayor cualificación 
y consideración 


Capacidad de decisión 


2.3. Fases de un cambio curricular 


En el estudio de los cambios curriculares 
observamos fases y regularidades que ayudan 
a establecer un ciclo en su realización. Este es- 
quema resulta útil para organizar la puesta en 
marcha de un cambio. 

Las fases que describen un proceso de cam- 
bio son: 


e Identificación: todas las innovaciones co- 
mienzan por la identificación de una ne- 
cesidad o una posibilidad de actuación. 

e Formulación: la identificación viene acom- 
pañada por una propuesta o formulación 
de un curso de acción. 

e Negociación: consiste en persuadir a otros 
grupos para que se interesen en la inno- 
vación y participen en su realización, por 
la necesidad de negociar. 

e Difusión: si se acepta la innovación en un 
sistema educativo resulta necesario expli- 
car sus metas a una audiencia más am- 
plia, comenzando así la difusión. 

e Ejecución: la puesta en práctica sigue a las 
fases anteriores; la innovación necesita 
sostenerse durante un período de tiempo. 
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Al igual que en sus comienzos, hay que 
superar las barreras que surgen frente al 
cambio. 

* Evaluación: finalmente, la evaluación debe 
identificar nuevos problemas, ayudar en la 
toma de decisiones y, de este modo, iniciar 
otras innovaciones. 


Los nuevos programas de matemáticas 
en Secundaria han establecido un cambio cu- 
rricular para esta asignatura. Describe los mo- 
mentos importantes de este cambio reciente en 
España, ajustándose a la secuencia de fases 
presentadas. 


3. EL CURRÍCULO DE LA LEY 
GENERAL DE EDUCACIÓN 
(LGE, 1970) 


Los cambios curriculares radicales en los 
paises occidentales, entre ellos España, se ini- 
cian a mediados del siglo xx. En estos años se 
produjo un fuerte movimiento internacional de 
rearme ético y moral que buscó en la educación 
un instrumento clave para instaurar un nuevo 
orden social. Los reformadores se propusieron 
basar en la educación la consolidación de valo- 
res sociales y políticos que impidiesen repetir la 
barbarie y degradación que las guerras y la ac- 
tuación totalitaria habían extendido sobre la 
sociedad europea. 

Los esfuerzos de la sociedad española duran- 
te estos años por integrarse en el marco europeo 
y por superar su atraso científico, académico y 
cultural hicieron que muchas innovaciones cu- 
rriculares se recibieran acriticamente y se incor- 
porasen a nuestro sistema educativo con insufi- 
ciente reflexión propia y falta de análisis y 
evaluación sobre su conveniencia para nuestras 
necesidades específicas; esto ocurrió con el pro- 


grama de la Matemática Moderna en la reforma 
curricular de la Ley General de Educación. 


3.1. Situación social y política 


En España, con el Plan de Estabilización de 
1959 se inició un despegue económico y social 
que ayudó a superar durante la década de los 
sesenta el estancamiento producido por la Gue- 
rra Civil. Concluida la Segunda Guerra Mun- 
dial, principalmente a partir de 1959, el sistema 
económico español inicia su aproximación al 
europeo. 

El lanzamiento del Sputnik por la Unión So- 
viética en el año 1957 planteó a la sociedad oc- 
cidental la urgencia de un debate en profundidad 
sobre la necesaria revisión de los programas y la 
actualización de los contenidos científicos en el 
currículo escolar, debido a la gran preocupación 
surgida en estas sociedades por la pérdida de la 
Iniciativa en el desarrollo científico y tecnológico, 
así como en su dominio y control estratégicos. 

Idea clave de los movimientos de reforma 
fue la necesidad de democratizar la enseñanza 
de las matemáticas. Otro impulso complemen- 
tario lo estableció la necesidad de progreso téc- 
nico, desde las matemáticas. 


Argumenta por qué el lanzamiento del 
Sputnik tuvo influencia en la reforma de los pro- 


gramas de matemáticas. ¿Es sostenible esa afir- 
mación? 


3.2. Programa de las New Mathematics 


En 1959 se celebra en Royaumont (Francia) 
un seminario patrocinado por la OCDE para la 
renovación de los objetivos, programas y méto- 
dos de enseñanza de las matemáticas escolares. 
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En este marco surgen las líneas fundamentales 
del programa de las New Mathematics (Matemá- 
ticas Modernas), basado en una fundamenta- 
ción formalista y estructuralista defendida por 
Dieudonné, con el eslogan: ¡Abajo Euclides! 


Localiza contenidos específicos del 
programa de la New Mathematics. 


3.3. Contexto educativo 


Por lo que se refiere a la educación, se reali- 
zan algunas reformas legislativas importantes, 
como la ampliación de la escolaridad obligatoria 
hasta los 14 años y la revisión de los currículos 
para las enseñanzas Primaria y Secundaria. 

En estos años se emprende en España un 
plan escalonado de formación y actualización 
del profesorado de matemáticas de Secundaria, 
basado en una orientación bourbakista, forma- 
lista y estructuralista que introdujo la Matema- 
tica Moderna. 


3.4. Fundamentos cognitivos 


El nuevo programa tiene el aval de las ideas 
de psicólogos cognitivos relevantes. Piaget, en 
una conferencia titulada Las estructuras mate- 
máticas y las estructuras operatorias de la inte- 
ligencia, argumenta que las estructuras de la 
matemática moderna, es decir, las estructuras- 
madre a las que hace referencia el grupo Bour- 
baki (algebraicas, de orden y topológicas), des- 
criben mejor las estructuras mentales que 
aquellas de la matemática clásica. Esta idea fue 
tomada por los reformadores para postular una 
correspondencia y simultaneidad entre mate- 
mática moderna y desarrollo cognitivo. 

Una lectura reductiva de algunos trabajos de 
Piaget llevó a algunos psicólogos de la educación 
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a identificar y considerar concurrentes las es- 
tructuras cognitivas que surgen en el desarrollo 
mental de niños y adolescentes con las estructu- 
ras fundamentales de la matemática formal: es- 
tructuras de orden, algebraicas y topológicas. De 
esta manera se consideraron como descripción 
precisa de los conocimientos que los escolares 
iban construyendo. Este equívoco dio por su- 
puesto que el aprendizaje explícito de las es- 
tructuras matemáticas formales tenía sólidos 
fundamentos psicológicos, provocando que se 
enfatizara la conveniencia de su enseñanza desde 
edades muy tempranas. Durante años se aceptó 
que enseñar estructuras matemáticas a niños y 
adolescentes estaba fundado en argumentos cog- 
nitivos, respondía a una moderna teoría del 
aprendizaje y tenía carácter evolutivo. 


Describe qué interpretaciones inade- 
cuadas dieron lugar a identificar las estructuras 
matemáticas con la estructuras del desarrollo 
cognitivo de niños y jóvenes. 


3.5. Objetivos operativos 


El objetivo de aprendizaje (meta) determina 
un cambio deseado de comportamiento, que 
puede ser controlado. Los objetivos más sim- 
ples se consiguen mediante estímulos indivi- 
duales y separados, y los más complejos me- 
diante integración de objetivos simples que, de 
todos modos, deben construirse atendiendo a 
una secuencia de base empírica. En la práctica 
de la planificación escolar, la identificación de 
las expectativas de aprendizaje y la elaboración 
de pruebas e instrumentos de evaluación del 
rendimiento escolar se trabajan sistemática- 
mente con objetivos operativos, centrados en 
contenidos matemáticos muy concretos, con 
actividades muy simples y acotadas, así como 
con capacidades expresadas mediante conduc- 
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tas bien delimitadas, según un modelo neocon- 
ductista centrado en cuatro criterios: cálculo, 
comprensión, aplicación y análisis. 

La formulación y el agrupamiento de obje- 
tivos ocupan un puesto importante en los de- 
sarrollos curriculares de este período. 


Enuncia dos objetivos operativos so- 
bre el aprendizaje de los números enteros en Se- 
cundaria. Compara esos enunciados con los del 
currículo actual. 


3.6. Marco normativo 


El 4 de agosto de 1970 se promulga la Ley 
General de Educación y Financiamiento de la 


Reforma Educativa (LGE), elaborada por el mi- 
nistro José L. Villar Palasi. En estos años se 
realiza una reestructuración del sistema educa- 
tivo español en profundidad. 

Los niveles educativos del régimen común 
de la LGE son los siguientes: 


+ Educación Preescolar, de 2 a 5 años. 

e Educación General Básica (EGB), de 6 
a 14 años, obligatoria y gratuita, con dos 
etapas: Primera y Segunda Etapa. 

e Bachillerato Unificado y Polivalente (BUP), 
con tres cursos (14 a 17 años). 


Las características generales de la LGE se 
resumen en la tabla 2.3. 


TABLA 2.3 


Niveles de la Educación Secundaria 1970-1990 


Nivel 


Educación General Básica. Segunda 
Etapa. 


Bachillerato. 


Curso de Orientación Universitaria. 


Edad de los estudiantes 


12-14 años 


14-17 años 


17-18 años 


Institución 


Colegio Nacional o Público 


Institutos de Bachillerato 


Universidad, impartido 
en los Institutos 


Profesores 


Maestros especialistas, 
con formación didáctica 


Licenciados, sin formación di- 
dáctica 


Licenciados, sin formación 
didáctica 


Tipos de formación 


Educación general, obligatoria 
y comprensiva 


Educación no obligatoria, 
con inicio a la especialización 


Educación especializada 
y selectiva, necesaria 
para la Universidad 


Evaluación 


Formativa y continua 


Sumativa y orientada 
a la promoción 


Selectiva 
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J= EE Destaca algunos cambios relevantes 
que se produjeron en el sistema educativo espa- 
ñol con la LGE. 


3.7. Área de matemáticas 


Las orientaciones para el área de Matemá- 
ticas muestran la fuerte influencia de las Mate- 
máticas Modernas, de base estructuralista y 
formalista. Los principales contenidos para la 
Secundaria Obligatoria están centrados en la 
construcción de los conjuntos numéricos Z y Q; 
la iniciación al estudio algebraico de relaciones 
y funciones, representaciones gráficas y ecua- 
ciones; estudio de las magnitudes longitud, am- 
plitud, superficie y volumen, con especial én- 
fasis en sus estructuras y en las relaciones de 
proporcionalidad; algunos temas de geometría 
sintética, y finalmente una breve introducción 
a la estadística. El predominio explícito de las 
estructuras algebraicas es total; la noción de 
función, caracterizada también formalmente, es 
el segundo concepto en importancia de este 
currículo. 


WAS. 15 Destaca algunas características y 
cambios relevantes que se produjeron en el cu- 


rrículo de matemáticas de Secundaria con la LGE. 


4. CURRÍCULO DE LA LEY 
DE ORGANIZACIÓN GENERAL 
DEL SISTEMA EDUCATIVO 
(LOGSE, 1990) 


Desde la aprobación de la Constitución Es- 
pañola de 1978 todas las leyes y, por tanto, las 
relativas a Educación, así como sus desarrollos 
normativos, tienen como referencia el texto 
constitucional; también los currículos de mate- 
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máticas. El nuevo marco institucional impulsó 
el cambio en la legislación educativa. 

Los documentos de 1989 conocidos como 
Diseños Curriculares Base (DCB) establecieron 
los objetivos generales de etapa, las áreas curri- 
culares, los objetivos generales de área, bloques 
de contenidos y, finalmente, las orientaciones 
didácticas y para la evaluación, que definen el 
currículo de matemáticas para la LOGSE. 


4.1. Contexto político y social 


Proporcionar una formación básica común 
a todos los ciudadanos de un país entre los 6 y 
los 14/16 años de edad es una tarea social com- 
pleja; implica problemas organizativos y de ges- 
tión; obliga a la selección de conocimientos, 
valores, actitudes y normas, y necesita atender 
al mercado laboral y a las demandas económi- 
cas. La conceptualización de la noción de cu- 
rrículo surge en España durante la década de 
los ochenta, en coincidencia con la expansión 
económica y el optimismo social de estos años 
en los países de Europa occidental. 


4.2. Contexto educativo 


En julio de 1983 el Ministerio de Educación 
y Ciencia publica el documento Hacia la Refor- 
ma. En este documento presenta los primeros 
proyectos de la nueva administración, que se 
proponen como hipótesis de trabajo elaboradas 
por grupos de estudio y que deben ser experi- 
mentadas antes de difundirse en todo el sistema 
educativo. La reforma comienza con la acepta- 
ción de unas hipótesis por parte del Ministerio 
de Educación, seguida de una fase de pre-expe- 
rimentación de un año, que se continúa con la 
experimentación durante cinco años y, final- 
mente, después de una evaluación de las expe- 
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riencias, la difusión de sus resultados y su ge- 
neralización al sistema. 

La segunda etapa de la reforma se inicia con 
una declaración programática del ministerio en 
junio del 87: Proyecto para la Reforma de la 
enseñanza. El programa establece que unos es- 
pecialistas definen un marco curricular básico, 
marco que se implanta y desarrollo de acuerdo 
con un calendario. 


Localiza información y haz una sínte- 
sis del contexto político y social de la década de 
los ochenta en España, que muestre su inciden- 
cia en los cambios educativos. 


4.3. Estudios internacionales 


Los estudios comparativos de los currículos 
entre distintos países comienzan en la década de 
los sesenta; en ellos se hace explícita la necesidad 
de contar con un marco teórico, disponer de di- 
versos conceptos sobre el currículo de matemá- 
ticas y precisar sus relaciones. También muestran 
el fracaso del currículo de las New Maths. 

El informe final del estudio International 
Study of Achievement in Mathematics, realizado 
por la agencia International Educational As- 
sessment (IEA), provocó alarma en muchos pai- 
ses. Entre 1981 y 1982 se lleva a cabo un segun- 
do estudio comparativo del rendimiento en 
matemáticas, trabajos que se institucionalizan 
como estudios TIMSS. Sus resultados muestran 
las dificultades para hacer comparaciones entre 
diferentes currículos de matemáticas. Destaca la 
necesidad de un marco conceptual elaborado. 


En la dirección https://es.wikipedia. 
org/wiki/TIMSS localiza información sobre los es- 
tudios TIMSS y haz un resumen de su impacto 
en España. 


4.4. Fundamentos cognitivos 


En los documentos curriculares previos a la 
LOGSE destacan las finalidades asignadas al 
conocimiento matemático y el modo de conce- 
bir su aprendizaje. Hay una lista extensa de ca- 
pacidades personales, una discusión sobre los 
contenidos y una reflexión sobre el aprendizaje 
constructivo, la activación de capacidades y 
una consideración extensa sobre las estrategias 
de activación y motivación que se quieren de- 
sarrollar. Se introducen los tipos de conoci- 
miento matemático establecidos por la psicolo- 
gía cognitiva: hechos, algoritmos y técnicas, 
estructuras conceptuales y estrategias genera- 
les, derivados del planteamiento estructuralista 
de Bruner. 

El DCB establece que las matemáticas ocu- 
pan un lugar preferente en la adquisición de 
«capacidades cognitivas o intelectuales; motri- 
ces; afectivas; de relación interpersonal, y de ac- 
tuación o inserción social». El documento deta- 
lla la continuidad con el proceso de construcción 
del conocimiento matemático, iniciado en Pri- 
maria, mediante el estudio de nuevas relacio- 
nes, conceptos y procedimientos, el conoci- 
miento y dominio de nuevos algoritmos y el 
aumento de la complejidad de los ya conocidos, 
las nuevas aplicaciones y la ampliación de los 
conocimientos iniciados en Primaria. Este cu- 
rrículo da entrada a la clasificación cognitiva 
de los contenidos matemáticos escolares. 

La propuesta de objetivos elaborada esta- 
blece diferencias considerables con las propues- 
tas anteriores. No pretende entrar en todos y 
cada uno de los matices de actividades posibles 
a desarrollar a partir de un determinado tópico 
matemático, sino que señala las competencias 
fundamentales que deben lograr los alumnos a 
partir de cada uno de los contenidos más im- 
portantes. Trabaja sobre objetivos generales y 
no sobre objetivos específicos. 
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Localiza un libro de matemáticas de 
ESO publicado según el currículo de la LOGSE. 
Identifica datos que muestren la organización 
cognitiva de sus contenidos. 


4.5. Marco normativo 


En 1989 se edita el Libro Blanco para la 
Reforma del Sistema Educativo, junto con los 
Diseños Curriculares Básicos de las etapas del 
Sistema: Infantil, Primaria y Secundaria. 

La Ley de Ordenación General del Sistema 
Educativo (LOGSE), concluida por el ministro 
Javier Solana, se aprueba en 1990. Entre sus fi- 
nalidades destaca el esfuerzo por la eficacia, el 
cumplimiento de los plazos en la puesta a pun- 
to de la Reforma y la orientación tecnocrática, 
sujeta a las previsiones de la OCDE y el FMI. 

El primer apartado del DCB, Reforma Edu- 
cativa y Curricular, es teórico y conceptual. Es- 
tablece los distintos niveles y competencias nor- 
mativas que corresponden al Ministerio y a las 
Comunidades Autónomas, así como a Centros 
docentes y profesores. Establece la noción de cu- 
rrículo y distingue entre diseño y desarrollo del 
currículo. Caracteriza cuatro fuentes de referen- 
cia para elaborar el currículo, que identifica con 
las correspondientes disciplinas académicas: So- 
ciologia, Psicología, Pedagogía y Epistemología. 


Elabora una tabla comparativa entre 
el marco normativo de la LGE y el marco norma- 
tivo de la LOGSE. 


4.6. Currículo de matemáticas 


En cada período escolar la estructura del 
currículo de matemáticas es muy similar y se 
articula del siguiente modo: 


O Ediciones Pirámide 


Cambio y desarrollo en el currículo / 57 


1. Consideraciones generales sobre las 
matemáticas escolares. 
2. Matemáticas en Primaria/Secundaria: 


1) Consideraciones generales. 
ii) Objetivos generales. 
iii) Bloques de contenidos, con su de- 
sarrollo. 
Iv) Orientaciones didácticas y para la 
evaluación. 


4.7. Área de matemáticas 


En las Consideraciones generales se desa- 
rrollan unas funciones y finalidades de las ma- 
temáticas escolares. El documento reconoce el 
papel destacado de las matemáticas en el cu- 
rrículo de la Educación Obligatoria, establece 
alternativas que pueden plantearse en el enfo- 
que de las matemáticas escolares y subraya su 
papel en el desarrollo de los alumnos. A partir 
de ahí, la filosofía del documento se detalla 
en 10 puntos, de los cuales destacamos los si- 
guientes: 


1. Las matemáticas evolucionan conti- 
nuamente y están relacionadas con 
otros conocimientos. No conviene pre- 
sentarlas como producto cerrado. 

2. En la construcción de las matemáticas 
se emplea el razonamiento empírico- 
deductivo. La deducción formal apare- 
ce en una fase posterior. 

3. Las matemáticas son un poderoso ins- 
trumento de comunicación, conciso y 
sin ambigúedades. 

4. Distingue entre cómo se presentan las 
matemáticas y cómo se adquieren. La 
construcción del conocimiento es in- 
separable de la actividad sobre los ob- 
jetos. 
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7. El desarrollo de las capacidades cogni- 
tivas que proporcionan las matemáti- 
cas escolares se puede transferir a otros 
dominios. 

8. Desarrolla las finalidades utilitarias del 
conocimiento matemático. 

9. Reflexiona sobre la complementarie- 
dad entre finalidades formativas y uti- 
litarias en el currículo de matemáticas. 

10. Los nuevos programas habrán de dar 
un peso considerable a la enseñanza y 
aprendizaje de conceptos y procedi- 
mientos de tipo general, aplicables a 
una variedad de situaciones. 


Elabora una tabla comparativa entre 
el currículo de matemáticas de la LGE y el cu- 
rrículo de matemáticas de la LOGSE. 


5. CURRÍCULO DE LA LEY ORGÁNICA 
DE EDUCACIÓN (LOE, 2006) 


El siglo XXI viene caracterizado por una serie 
de eventos con gran impacto para la educación. 
El comienzo del nuevo milenio coincide con un 
proceso de globalización social, económica e in- 
formativa, proceso que ha desencadenado la exi- 
gencia de cambios educativos en profundidad. 
También se incrementa la conciencia sobre el 
cambio climático como preocupación central 
para los ciudadanos. El siglo XXI quedó marcado 
por los ataques terroristas del 11 de septiembre 
de 2001 en Estados Unidos, y del 11 de marzo 
de 2004 en España. Estos y otros sucesos mar- 
caron los primeros años de este período, cambia- 
ron la visión optimista tradicional y ampliaron 
los retos para la responsabilidad y el compromi- 
so que deben encauzar la educación. Estos he- 
chos han generado impulsos y obstáculos en un 
marco global distinto, complejo y dinámico. 


5.1. Contexto político y social 


En el siglo XXI se produce un avance y ex- 
pansión de la digitalización y el control de la 
información a nivel global, debido a nuevos y 
potentes dispositivos de almacenamiento de da- 
tos y una mayor difusión de la telefonía móvil. 
Destaca la masificación de dispositivos móviles 
y el bajo coste del acceso a internet. Este de- 
sarrollo sustenta la nueva sociedad de la infor- 
mación y la comunicación, y acelera los cambios 
políticos, económicos o sociales considerable- 
mente, quedando las demandas educativas afec- 
tadas por estos cambios. 

En sociedades poco desarrolladas se plan- 
tean objetivos políticos básicos, como la supe- 
ración de la pobreza, el acceso al agua o a los 
alimentos y la extensión universal de la ense- 
ñanza primaria, retos todos ellos que encara la 
humanidad para su desarrollo sostenible. 


Localiza información y haz una sínte- 
sis del contexto político y social durante el cambio 
de milenio en España, que muestre su incidencia 
en los cambios educativos. 


5.2. Contexto educativo 


Los contrastes citados indican una necesi- 
dad de coordinar actuaciones de organismos 
intergubernamentales, valorar las necesidades 
sociales, proponer actuaciones y evaluar los lo- 
gros educativos en los diferentes países. La 
UNESCO encargó en 1996 un informe a una 
Comisión internacional de expertos, presidida 
por Delors, sobre la educación para el siglo XXI. 
El informe, llamado La educación encierra un 
tesoro, resalta la educación a lo largo de la vida 
como riqueza que contribuye al desarrollo y es- 
tabilidad de las sociedades y grupos humanos. 
El Informe propone cuatro principios para la 
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educación: aprender a conocer, aprender a hacer, 
aprender a vivir juntos y aprender a ser. 

La Unión Europea, mediante la llamada 
Agenda de Lisboa, estableció en el año 2000 im- 
portantes objetivos de coordinación para la for- 
mación de capital humano en los países de la 
Unión Europea. Las metas de Educación y For- 
mación (ET2010) acentúan los objetivos de ex- 
pansión educativa (completar bachillerato o for- 
mación profesional por un 85% de los jóvenes) 
y los de calidad (reducir un 20% los jóvenes con 
niveles muy bajos de comprensión lectora), así 
como los objetivos de equilibrio (mejorar un 15% 
de titulados superiores en ciencias e ingenierías, 
e incremento de participación de mujeres). 

La Organización para la Cooperación y 
el Desarrollo Económico (OCDE) contempla, 
desde 1997, una serie de indicadores educativos 
entre las magnitudes económicas y de desarrollo 
que expresan el nivel de vida de una sociedad. 
Los indicadores muestran la calidad del sistema 
educativo por medio del rendimiento de los es- 
colares en una serie de disciplinas, que incluye 
los dominios de lectura comprensiva y compe- 
tencia matemática y científica, que se conoce 
como alfabetización de los escolares. Estos indi- 
cadores muestran la preparación que los siste- 
mas educativos proporcionan a los estudiantes 
de 15 años para desempeñar un papel activo 
como ciudadanos reflexivos y participativos. 

A propuesta de la International Mathemati- 
cal Union se celebró el año 2000 como Año 
Mundial de las Matemáticas por la comunidad 
de matemáticos y profesores de matemáticas. 
En España tuvo alto impacto, con multitud de 
actividades y publicaciones. 


5.3. Estudio PISA 


El programa para evaluar los logros escola- 
res en competencias, conocido como PISA 
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(Programme for International Student Assess- 
ment) se inicia en 1997. Se trata de un estudio 
comparativo en el espacio (entre países) y en el 
tiempo (entre ciclos). Los datos se obtienen 
cada tres años (ciclo) mediante evaluación de 
las competencias escolares en lectura compren- 
siva, matemáticas y ciencias, al término de la 
educación obligatoria. 

El proyecto PISA es un programa coopera- 
tivo, con un sistema internacional de gestión y 
control. Este programa se lleva a cabo mediante 
una evaluación internacional, que evalúa los co- 
nocimientos y destrezas desarrollados por los 
alumnos de 15 años y su capacidad para aplicar- 
los. PISA no evalúa un curso determinado o 
unos contenidos propios del currículo, sino la 
competencia alcanzada en cada dominio. La in- 
formación se obtiene de los resultados obtenidos 
en pruebas estandarizadas de papel y lápiz y que 
proporcionan los estudiantes de 15 años. Las 
pruebas son comunes, siguen procedimientos de 
aplicación comunes y la llevan a cabo evaluado- 
res externos. Desde el año 2000 la competencia 
clave a los 15 años en matemáticas proporciona 
el indicador de rendimiento del Sistema Educa- 
tivo R3.2, cuyo valor lo dan las pruebas PISA. 

Una gran preocupación del profesorado de 
matemáticas, surgida por la importancia de las 
pruebas PISA, es la escasa presencia en los li- 
bros y en las actividades escolares de tareas que 
sigan el modelo de las pruebas de PISA. 


Localiza información en: www.mecd. 
gob.es/inee/estudios/pisa.html sobre las evalua- 
ciones PISA en matemáticas y haz un balance 
de su impacto en España. 


5,4. Marco normativo 


El debate educativo que condujo a la Ley 
Orgánica de Educación (LOE) se inició con el 
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documento «Una educación de calidad para 
todos y entre todos» (MEC, 2004). La Ley de 
Educación 2/2006, firmada por la ministra Ma- 
ría Jesús San Segundo, concreta un nuevo cu- 
rrículo, una de cuyas nociones centrales es la de 
competencia, entendida en términos muy simi- 
lares a los del estudio PISA, que queda incluida 
en su articulado dentro de la noción de cu- 
rrículo. La LOE extiende la Educación Secun- 
daria Obligatoria hasta los 16 años. Junto con 
las competencias, tiene como principios la con- 
vergencia con los países de la Unión Europea 
y la noción de emprendimiento. 

El Real Decreto 1631/2006, de 29 de di- 
ciembre, establece las enseñanzas mínimas co- 
rrespondientes a la Educación Secundaria 
Obligatoria, en cuyo Anexo I se describen las 
competencias básicas, entre ellas la de mate- 
máticas. 


Amplía la tabla comparativa elaborada 
en la tarea 20, incluyendo el marco normativo de 
la LOE, junto con los marcos de la LGE y de la 
LOGSE. 


5.5. Área de matemáticas 


Sobre la competencia matemática, el Minis- 
terio de Educación destaca que: 


e Consiste en la habilidad para el uso de 
conceptos y procedimientos matemáticos 
diversos, con el fin de producir, interpre- 
tar y expresar información en términos 
matemáticos, ampliar el conocimiento, y 
abordar y resolver problemas. 

e Incluye conocimientos matemáticos bási- 
cos y procesos de razonamiento, desde 
algoritmos de cálculo a la validación de 
los razonamientos lógicos. 


e Supone capacidad para aplicar los cono- 
cimientos matemáticos en una variedad 
de situaciones y contextos. 

e Incluye actitudes positivas, basadas en el 
rigor y la certeza que aportan los razona- 
mientos bien hechos. 


Estas ideas subrayan aspectos técnicos y 
formales del conocimiento, así como el carácter 
contextualizado de la competencia matemática. 
Muestran la importancia de las competencias 
trasversales para caracterizar la competencia 
matemática. Destaca que la competencia mate- 
mática consiste en saber matemáticas y hacer 
cosas con ellas. 


5.6. Fundamentos cognitivos 


La consideración de las matemáticas como 
«modo de hacer» y la alfabetización siguen un 
modelo funcional sobre enseñanza y aprendi- 
zaje de las matemáticas escolares. 

El modelo funcional sobre aprendizaje de 
las matemáticas postula unas tareas contextua- 
lizadas, unas herramientas conceptuales y un 
sujeto cognitivo. 

Cuando el sujeto aborda las tareas median- 
te las herramientas disponibles, moviliza y pone 
de manifiesto su competencia en la ejecución 
de los correspondientes procesos cognitivos. 
Las tres variables corresponden a los tres com- 
ponentes del modelo funcional antes descrito, 
en el cual un sujeto acomete unas tareas me- 
diante las herramientas disponibles, y para ello 
moviliza y pone de manifiesto su competencia 
en la ejecución de unos procesos determinados. 
La evaluación PISA destaca la maestría en los 
procesos, la comprensión de conceptos y la ha- 
bilidad para actuar en distintas situaciones 
dentro de cada dominio. 
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Amplía la tabla comparativa hecha en 
la tarea 20, incluyendo el currículo de matemati- 
cas de la LOE junto con los currículos de mate- 
máticas de la LGE y la LOGSE. 


6. CURRÍCULO DE LA LEY ORGÁNICA 
PARA LA MEJORA DE LA CALIDAD 
EDUCATIVA (LOMCE, 2014) 


La Ley Organica 8/2013, de 9 de diciembre, 
para la mejora de la calidad educativa (LOM- 
CE), firmada por el ministro José Ignacio Wert, 
regula y ordena la estructura y concreción del 
currículo para el sistema educativo español a 
partir de 2014. Los cambios introducidos im- 
plican una variación y nueva definición de los 
componentes curriculares: objetivos, compe- 
tencias, contenidos, metodología didáctica, es- 
tándares y criterios de evaluación. 


6.1. Estructura del currículo 
en la LOMCE 


La nueva normativa organiza el currículo 
de la Educación Secundaria Obligatoria (ESO) 
y del Bachillerato mediante materias, que se 
constituyen según tres tipos de asignaturas: 


a) Asignaturas troncales. 

b) Asignaturas específicas. 

c) Asignaturas de libre configuración 
autonómica. 


El Real Decreto 1105/2014 concreta y desa- 
rrolla en un primer nivel el currículo de la Edu- 
cación Secundaria Obligatoria y del Bachillera- 
to. Dicho documento se estructura en tres 
capítulos y unos anexos. El primer capítulo está 
dedicado a disposiciones generales; los otros 
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dos exponen, respectivamente, la regulación 
para la ESO y el Bachillerato. 

En un segundo nivel el RD establece, para 
cada uno de los ciclos, sus principios y objetivos 
educativos. A continuación describe la organi- 
zación general del ciclo y las asignaturas de cada 
tipo según modalidades e itinerarios; detalla la 
responsabilidad del Gobierno y de las Conseje- 
rías de las Comunidades Autónomas sobre nor- 
mativa curricular, relativas a los distintos com- 
ponentes básicos en cada una de las materias 
escolares, según ciclos y tipos de asignaturas. 

En un tercer nivel, el RD lleva a cabo, en 
distintos apartados del anexo I, la presentación 
y descripción de cada uno de los componentes 
curriculares de las materias de matemáticas de 
Secundaria. 

Destacamos aquí el marco general que or- 
ganiza la formación matemática de los escola- 
res de Secundaria, consideramos su articula- 
ción mediante asignaturas y prestamos atención 
preferente a su correspondiente estructura cu- 
rricular. 


Localiza el texto del RD 1105/2014. 
Identifica y resume los principales cambios de 
estructura para el currículo de la Educación Se- 
cundaria y el Bachillerato en comparación con el 
plan de estudios que cursaste como estudiante 
de Secundaria. 


Localiza los actuales textos normati- 
vos, posteriores a la LOMCE, e identifica los cam- 
bios de estructura de los currículos de Educación 
Secundaria y Bachillerato. 


6.2. Competencia matemática 
en el RD 1105/2014 


En su primer nivel, el RD 1105/2014 describe 
las competencias clave. Siguiendo la normativa 
europea, el legislador identifica siete competen- 
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cias clave. Entre las competencias clave figura la 
«Competencia matemática y competencias basi- 
cas en ciencia y tecnología», considerando com- 
petencias clave «aquellas que todas las personas 
precisan para su realización y desarrollo perso- 
nal, así como para la ciudadanía activa, la inclu- 
sión social y el empleo». 

La normativa conceptualiza las competen- 
cias como un «saber hacer» que se aplica a una 
diversidad de contextos académicos, sociales y 
profesionales. Cada competencia viene estable- 
cida por los conocimientos, las capacidades y 
las actitudes esenciales que se le asocian. Para 
que la transferencia a distintos contextos sea 
posible, resulta indispensable una comprensión 
del conocimiento presente en las competencias, 
y la vinculación de éste con las habilidades 
prácticas o destrezas que las integran. 

La competencia matemática escolar es ter- 
minal; su desarrollo está presente en todos los 
ciclos y modalidades, tanto en toda la educa- 
ción obligatoria como en el Bachillerato; la 
norma establece reiteradamente la obligatorie- 
dad de potenciar su desarrollo. En la descrip- 
ción del currículo se postula la competencia 
matemática como «combinación de habilidades 
prácticas, conocimientos, motivación, valores 
éticos, actitudes, emociones y otros componen- 
tes sociales y de comportamiento, que se movi- 
lizan conjuntamente para lograr una acción 
eficaz». Se contemplan, pues, como conoci- 
miento en la práctica, un conocimiento adqui- 
rido a través de la comunicación y la participa- 
ción activa en prácticas sociales que, como 
tales, se pueden desarrollar tanto en el contexto 
educativo formal, a través del currículo, como 
en los contextos educativos no formales e infor- 
males. Igualmente, «la competencia matemática 
se entiende como habilidad para desarrollar y 
aplicar el razonamiento matemático con el fin 
de resolver diversos problemas en situaciones 
cotidianas». Las competencias específicas que 


constituyen la competencia matemática escolar 
son: pensar, modelar y razonar de forma mate- 
mática, plantear y resolver problemas, represen- 
tar entidades matemáticas, utilizar los símbolos 
matemáticos, comunicarse con las Matemáticas 
y sobre las Matemáticas, y utilizar ayudas y he- 
rramientas tecnológicas, enunciados muy simi- 
lares a los del estudio PISA 2012 de la OCDE. 


Haz un balance de ventajas e incon- 
venientes que se deriven de centrar el currículo 
de matemáticas de Secundaria en el desarrollo y 
logro de la competencia escolar. Describe una 
situación que ejemplifique las ventajas y otra los 
inconvenientes. 


En relación con el aprendizaje y la enseñan- 
za de las matemáticas escolares por competen- 
cias, el RD 1105/2014 subraya que: 


° El aprendizaje por competencias favorece 
los propios procesos de aprendizaje y la 
motivación, debido a la fuerte interrela- 
ción entre sus componentes. 

e El rol del docente es fundamental, pues 
debe diseñar tareas o situaciones de 
aprendizaje que posibiliten la resolución 
de problemas, la aplicación de los conoci- 
mientos aprendidos y la promoción de la 
actividad de los estudiantes. 


Más adelante se verá la consideración de las 
competencias específicas en los criterios de eva- 
luación y los estándares de aprendizaje estable- 
cidos. 


6.3. Organización de las asignaturas 
de matemáticas 


El plan de formación en matemáticas esta- 
blecido por la LOMCE para la Educación Se- 
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cundaria se organiza mediante diez asignaturas 
distintas, que atienden a los estudiantes de los 
seis cursos que comprende el período de Edu- 
cación Secundaria en su conjunto. La disciplina 
de Matemáticas se organiza según cuatro mo- 
dalidades, dos de las cuales corresponden a la 
ESO y otras dos al Bachillerato. 

En los dos primeros cursos de la ESO hay una 
materia troncal única para todos los estudiantes. 
A partir del tercer curso se ofertan dos asigna- 
turas diferentes a los alumnos de la misma edad, 
según modalidad, que sirven para una progresiva 
preparación de los estudios e itinerarios que se 
pueden cursar en el Bachillerato o en la Forma- 
ción Profesional. Esta especialización gradual 
muestra el potencial de las matemáticas como 
soporte conceptual y procedimental al desarrollo 
apropiado de las competencias de los estudiantes 
de Secundaria, en un momento crucial en su for- 
mación intelectual, singularmente la competen- 
cia matemática requerida para las necesidades 
de diversas disciplinas y campos profesionales. 
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Enumera las asignaturas del itinerario 
escolar que ofertan mejor preparación matemati- 
ca y las del itinerario escolar de menor prepara- 
ción, según el RD 1105/2014. 


El Real Decreto 1105/2014, dentro del mar- 
co general regulado por la competencia mate- 
mática escolar, establece que el currículo básico 
de cada una de las materias del bloque de asig- 
naturas troncales lo determinan los contenidos 
comunes, los criterios de evaluación y los están- 
dares evaluables de las materias del bloque de 
asignaturas troncales recogidos en el anexo I. 
Dicho anexo consta de distintos apartados que 
enuncian tales contenidos, criterios y estánda- 
res para las diferentes asignaturas del currículo 
básico de la Educación Secundaria Obligatoria 
y del Bachillerato. En el caso de las materias de 
matemáticas las componentes de su currículo 
básico se describen en cuatro apartados del 
anexo I: 


TABLA 2.4 


Apartados y anexos en la organización del currículo de matemáticas 


Apartado n.° Denominación 


Asignatura y cursos Página en anexo 


26 Matemáticas aplicadas a las Ciencias Sociales. 


1.° Bachillerato 382 
2.” Bachillerato 386 


27 Matemáticas orientadas a las enseñanzas acadé- 


micas. 


3.” ESO 391 
4. ESO 395 


28 Matemáticas orientadas a las enseñanzas apli- 
cadas. 


3.” ESO 399 
4. ESO 404 


Matemáticas. 
Matemáticas I. 
Matemáticas II. 


La organización de cada uno de esos apar- 
tados que especifican dicho currículo básico de 
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1.2 y 2.° de ESO 409 
1.° Bachillerato 414 
2.” Bachillerato 419 


matemáticas se inicia mediante unas reflexio- 
nes generales. Esas reflexiones constan de unos 
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descriptores comunes, relativos a la conceptua- 
lización de la asignatura, una síntesis de los 
fines prioritarios que se pretenden destacar en 
cada asignatura, los objetivos y el enunciado 
de las habilidades predominantes que deben 
alcanzarse, su contribución a la competencia 
matemática escolar y otras consideraciones re- 
lativas a la enseñanza y aprendizaje de la ma- 
teria. 

En lo que sigue nos ceñimos al documento 
curricular establecido en el apartado 29 para 
las asignaturas de Matemáticas, el cual comen- 
tamos con cierto detalle como ejemplo y guía. 


Localiza el apartado 27 del RD 
1105/2014, correspondiente a las «Matemáticas 
orientadas a las enseñanzas académicas» de 3.° 
y 4.2 de ESO (pp. 391-398), con el cual trabaja- 
mos en las siguientes tareas, complementaria- 
mente con el texto. Identifica los apartados en 
que se organiza y el modo de estructuración. 


6.4. Conceptualización 
de las matemáticas escolares 


El apartado 29, Matemáticas, abarca un 
mayor número de materias, que, a Su vez, son 
las más generales del currículo, como se aprecia 
en la tabla 2.4. En este apartado el RD 1105/14 
hace una descripción más amplia de cómo se 
conceptualiza la disciplina de Matemáticas en 
este currículo, conceptualización que se vincu- 
la con las materias comunes de 1.* y 2.° de ESO 
y con las Matemáticas I y II del Bachillerato, 
que describe en los siguientes términos: 


Las matemáticas constituyen una forma 
de mirar e interpretar el mundo que nos ro- 
dea, reflejan la capacidad creativa, expresan 
con precisión conceptos y argumentos, favo- 
recen la capacidad para aprender a aprender 


y contienen elementos de gran belleza; sin ol- 
vidar, además, el carácter instrumental que las 
matemáticas tienen como base fundamental 
para la adquisición de nuevos conocimientos 
en otras disciplinas, especialmente en el pro- 
ceso científico y tecnológico y como fuerza 
conductora en el desarrollo de la cultura y las 
civilizaciones. 

En la actualidad los ciudadanos se en- 
frentan a multitud de tareas que entrañan 
conceptos de carácter cuantitativo, espacial, 
probabilístico, etc. La información recogida 
en los medios de comunicación se expresa 
habitualmente en forma de tablas, fórmulas, 
diagramas o gráficos que requieren de cono- 
cimientos matemáticos para su correcta com- 
prensión. Los contextos en los que aparecen 
son múltiples: los propiamente matemáticos, 
economía, tecnología, ciencias naturales y 
sociales, medicina, comunicaciones, depor- 
tes, etc., por lo que es necesario adquirir un 
hábito de pensamiento matemático que per- 
mita establecer hipótesis y contrastarlas, ela- 
borar estrategias de resolución de problemas 
y ayudar en la toma de decisiones adecua- 
das, tanto en la vida personal como en su 
futura vida profesional. Las matemáticas 
contribuyen de manera especial al desarrollo 
del pensamiento y razonamiento, en particu- 
lar el pensamiento lógico-deductivo y algo- 
rítmico, al entrenar la habilidad de observa- 
ción e interpretación de los fenómenos, 
además de favorecer la creatividad o el pen- 
samiento geométrico-espacial (op. cit., pp. 
389-390). 


El papel de la resolución de problemas des- 
taca en todos los apartados, con una conside- 
ración detallada de algunas de sus funciones en 
los procesos de enseñanza y aprendizaje de las 
matemáticas escolares. A continuación, en cada 
apartado se presenta una tabla según las tres 
columnas mencionadas, que enumeran los con- 
tenidos básicos, los criterios de evaluación y los 
estándares de aprendizaje evaluables. 
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Finalmente, se describen una serie de habi- 
lidades que deben lograrse al cursar cada una 
de las asignaturas en cada apartado. Sus enun- 
ciados son comunes en la mayor parte de ellas, 
salvo matices y alguna precisión que marca las 
diferencias entre ellas. 


Identifica cómo se conceptualiza la 
disciplina en las materias de «Matemáticas orien- 
tadas a las enseñanzas académicas» de 3.° y 4.2 
de ESO. Compara esa caracterización con la de 
las materias descritas en este apartado. 
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6.5. Caracterización del currículo básico 
de las matemáticas de Secundaria 


La introducción de cada uno de los aparta- 
dos viene seguida de las tablas que presentan el 
currículo básico para cada una de las asignatu- 
ras troncales. 

Los contenidos de cada una de las asigna- 
turas de matemáticas durante la educación se- 
cundaria se estructuran según distintos blo- 
ques, que presentan pequeñas variaciones según 
ciclo y especialidad, como muestra la tabla 2.5. 


TABLA 2.5 


Bloques que organizan las asignaturas según los ciclos y modalidades 


Bloque 


Ciclo y modalidad 


Procesos, métodos y actitudes en 
matemáticas 


ESO, Bachillerato Ciencias y Bachillerato de Humanidades y CCSS 
(itinerario CCSS) 


Números y álgebra 


ESO, Bachillerato Ciencias y Bachillerato de Humanidades y CCSS 
(Itinerario CCSS) 


Geometría 


ESO y Bachillerato Ciencias 


Funciones ESO 


Análisis 


Bachillerato Ciencias y Bachillerato de Humanidades y CCSS (iti- 
nerario CCSS) 


ESO, Bachillerato Ciencias y Bachillerato de Humanidades y CCSS 


Estadística y probabilidad 


Los contenidos, criterios de evaluación y es- 
tándares de aprendizaje evaluables del primer 
bloque, Procesos, métodos y actitudes en mate- 
máticas, se presentan como comunes para la 
materia de Matemáticas de los cursos de 1.” y 
2.” de ESO y para las Matemáticas I y IT de las 
dos modalidades del Bachillerato. 

La tabla 2.6 presenta una clasificación de 
los contenidos comunes de la materia Matemá- 
ticas en 1.* y 2.” de ESO, organizados en filas 
según los bloques de conocimientos que articu- 
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(Itinerario CCSS) 


lan las asignaturas y por columnas según los 
distintos niveles que conforman una competen- 
cia matemática escolar: conceptos, estructuras, 
procedimientos y estrategias. 

Así, para asignar un contenido al nivel 
«conceptos», el criterio empleado consiste en 
que su tratamiento en el currículo de Secunda- 
ria Ocurre por vez primera. 

A su vez, los contenidos ya estudiados en 
ciclos anteriores se sitúan en el nivel «estructu- 
ras»; aquí el criterio para la asignación es por 
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razón de que los conocimientos deban tratarse 
de forma más general. 

Igualmente, en el campo procedimental en 
la columna «procedimientos» se incluyen aque- 
llas destrezas y razonamientos que se estudian 
de manera específica en la Educación Secunda- 
ria, mientras que en la columna «estrategias» 
se incluyen aquellos más generales, que sinteti- 
zan y coordinan procedimientos iniciados en 
ciclos anteriores. 


Selecciona un contenido de la colum- 
na Conceptos y otro contenido en la columna Es- 
tructuras, ambos en el bloque de Geometría. Ar- 
gumenta la diferencia entre ambos contenidos, 
según su desarrollo previo y tratamiento posterior 
en el currículo. 

Selecciona dos contenidos de las columnas 
de Procedimientos y Estrategias, respectivamen- 
te, del bloque Números y álgebra. Argumenta la 
diferencia de tratamiento entre ambos contenidos 
según su desarrollo previo. 


Organiza en una tabla similar los con- 
tenidos básicos de la disciplina «Matemáticas 
orientadas a las enseñanzas académicas» para 
3.2 y 4.2 de ESO, por bloques y según nivel con- 
siderado de los conocimientos. 


6.6. Estándares y expectativas 
de aprendizaje 


La tercera columna del currículo básico 
desglosa cada uno de los criterios de evaluación 
en una serie de objetivos o estándares de apren- 
dizaje evaluables, dados por una capacidad es- 
pecifica que expresa una actividad muy con- 


creta, vinculada a un contenido matemático 
específico que se muestra mediante una actua- 
ción identificable. Es el nivel de concreción cu- 
rricular más preciso y detallado en este docu- 
mento. Proporciona una selección bastante 
extensa de las expectativas de aprendizaje con- 
sideradas por el legislador, y presenta propues- 
tas de las capacidades escolares que el sistema 
educativo va a evaluar para establecer el logro 
de los estándares de aprendizaje marcados por 
la ley. Algunos criterios se diversifican en varios 
estándares, mientras que en otros casos se pro- 
pone un solo estándar por criterio. 


Elige y haz una crítica razonada de 
algunos enunciados de los estándares de apren- 


dizaje del apartado 29, presentados para las ma- 
terias de Matemáticas de 1.2 y 2.2 de ESO por 
bloques de contenidos. Amplía y completa al me- 
nos dos de esos listados. 


Este listado no es, ni puede ser, exhaustivo; 
simplemente proporciona una amplia red de 
expectativas de aprendizaje que se señalan para 
cada asignatura. Un nivel posterior de reflexión 
lo proporcionarán los enunciados de las tareas 
matemáticas escolares que ejemplifiquen los 
distintos estándares. 

Los enunciados de los estándares no limi- 
tan ni agotan los aprendizajes posibles, limi- 
tándose a acotarlo y orientarlo. El profesor en 
formación deberá enunciar tareas que ejempli- 
fiquen cada uno de ellos, aprenderá a distin- 
guir unas de otras y calibrará el valor indica- 
tivo de la madurez matemática de los escolares 
en cada caso. 
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Textos para el currículo de matemáticas 


PABLO FLORES MARTÍNEZ 


INTRODUCCIÓN 


Nos situamos en prácticas de enseñanza. Ob- 
servamos la clase y concertamos con el profesor 
tutor que dentro de dos semanas tenemos que 
desarrollar un tema: los números enteros en 2.* de 
ESO. Rápidamente nos vamos al libro de texto 
para apreciar qué contenidos se corresponden al 
tema. Al mirar otros manuales escolares obser- 
vamos que hay ciertas diferencias; mientras que 
unos arrancan definiendo los números con signo 
como elementos matemáticos nuevos, con enti- 
dad, otros comienzan por presentar situaciones 
que pueden dar sentido a estos números (la tem- 
peratura en grados centígrados, los pisos, los es- 
tados de cuentas, etc.). Apreciamos que contem- 
plar los significados lleva a que se propongan 
contenidos menos ambiciosos y formales, con lo 
que percibimos un dilema: ¿tratar qué significan 
los números con signo, o abordar rápidamente sus 
reglas de cálculo? Este dilema plantea que no es 
fácil seleccionar cuáles son los contenidos espe- 
cíficos que tenemos que afrontar y con qué crite- 
rios. Recurrimos entonces a los textos legales, en 
los que buscamos delimitaciones claras sobre el 
grado de abstracción que conviene introducir en 


el curso y las exigencias de conductas finales pre- 
vistas. Frente a nuestra expectativa de disponer de 
un formulario preciso, en los documentos lega- 
les encontramos ideas que recomiendan, más que 
imponen, estos extremos señalados. Ante ello, nos 
planteamos si hay una didáctica del número entero 
que pueda ayudarnos a comprender las discrepan- 
cias o a interpretar con mayor claridad los docu- 
mentos consultados. 

En todas estas ocasiones estamos afrontando 
textos que emplea el profesor, para poder selec- 
cionar contenidos, objetivos y tareas de enseñan- 
za. ¿Cómo abordar estos textos con mayor claridad 
de ideas? En este tema vamos a presentar el aná- 
lisis didáctico como un método que permite al pro- 
fesor organizar sus conocimientos y su informa- 
ción, para poder seleccionar los más adecuados y 
hacer su programación didáctica. El análisis didác- 
tico se compone de varios análisis derivados com- 
plementarios, como se verá en otros temas de este 
libro; cada uno de ellos se realiza empleando unas 
categorías propias con una orientación eminente- 
mente curricular, a las que llamamos «organizado- 
res curriculares». 


1. EL PROFESOR ANTE LOS TEXTOS un proceso. En educación matemática los tex- 
tos que consideramos responden a varios tipos 
de documentos básicos: ensayos y reflexiones, 


libros de matemáticas, leyes y normativas para 


Un texto es un documento que propone una 
reflexión, registra un acontecimiento o describe 
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la organización y funcionamiento del sistema 
educativo, y textos didácticos. Entre estos do- 
cumentos se incluyen los materiales elaborados 
para la difusión y transmisión de los contenidos 
matemáticos escolares, para su enseñanza y 
aprendizaje. 

Singularmente, los textos matemáticos son 
resultado de una actividad científica, donde se 
conservan las aportaciones de grupos e indivi- 
duos, y por medio de los cuales se comunican 
las ideas, tratamientos y usos de los conceptos 
matemáticos y científicos en un determinado 
momento de la vida intelectual y académica de 
un país o institución. 


1.1. Uso de los textos 


El profesor utiliza textos con varias funcio- 
nes. Se informa a partir de escritos matemati- 
cos, transmite información a través de la expre- 
sión oral de un libro, soporta su enseñanza 
mediante los documentos particulares que lla- 
mamos «libro de texto», e incluso emplea textos 
como recurso didáctico. 

Los conocimientos y contenidos matemáti- 
cos de un momento y entorno particular se 
identifican y comunican en sus libros de texto. 
El libro de texto atestigua las ideas, paradig- 
mas, conocimientos y creencias de una época 
determinada. La determinación de sus conteni- 
dos se posibilita mediante el análisis de concep- 
tos, significados y procedimientos, así como de 
las formas de representación y los contextos 
utilizados en su exposición e introducción. 

Los estudios universitarios de ciencias re- 
quieren estudiar aspectos técnicos y abstractos, 
lo cual promueve que los estudiantes reciban in- 
formación a partir de mensajes orales trabajados 
en clase, pero también que trabajen con manua- 
les de matemáticas. Estos manuales son los tex- 
tos universitarios. La aportación que proporcio- 


na su lectura es eminentemente informativa; 
suministran un desarrollo de conceptos y estra- 
tegias, y guían en la resolución de problemas. 

El profesor de Secundaria contrae una res- 
ponsabilidad que va más allá de suministrar 
información, ya que ha de organizar unos con- 
tenidos con intención didáctica. Para esto dis- 
pone de numerosos textos que le ayudan a di- 
señar la enseñanza, con la particularidad de 
que tales textos encierran muchos aspectos que 
obligan al profesor a organizarlos, interpretar- 
los y relacionarlos, para seleccionar la informa- 
ción que le permite actuar como docente. 


1.2. Tipos de textos 


Actualmente hay gran cantidad de literatu- 
ra que afecta a la enseñanza de las matemáticas. 
Describimos diversos tipos de textos con utili- 
dad didáctica que contribuyen a su transmi- 
sión, desde los más próximos a la actuación 
docente. 


a) Manuales o libros de texto de Secunda- 
ria y Bachillerato, como universitarios, 
a los que se suelen añadir libros del pro- 
fesor. 

b) Documentos normativos que regulan 
administrativamente el currículo de ma- 
temáticas: decretos de la enseñanza, 
contenidos mínimos de secundaria y ba- 
chillerato, ponencias que emiten las uni- 
versidades sobre la selectividad, u otros 
que se aplican en otros países, como los 
estándares curriculares americanos del 
National Council of Teachers of Mathe- 
matics (NCTM). 

c) Textos destinados a profesores de ma- 
temáticas, como los libros de problemas 
o las monografías que desarrollan te- 
mas concretos. 
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d) Revistas profesionales editadas por so- 


e) 


Nombre 


ciedades de profesores de matemáticas, 
de investigadores y otras instituciones, 
que se describen en la tabla 3.1. 

Textos de divulgación científica y ma- 
temática, dedicados a la historia de la 
ciencia o a pasatiempos matemáticos, 
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y que han proliferado en los ultimos 
anos. 

f) Literatura de creación que suministra 
textos matemáticos, como novelas y re- 
latos que emplean las matemáticas, en- 
sayos sobre temas matemáticos, su his- 
toria, filosofía, etc. 


TABLA 3.1 


Revistas sobre educación matemática de interés para el profesorado 


Institución que edita 


Dirección 


SUMA 


Federación Española de Sociedades 
de Profesores de Matemática. 


http://revistasuma.es 


Épsilon 


Sociedad Andaluza THALES. 


http://thales.cica.es/epsilon/ 


Números 


Sociedad Canaria Isaac Newton. 


http://www.sinewton.org/numeros/ 


Biaix 


Federación de Sociedades Catalanas 
de profesores. 


https: //sites.google.com/site/noubiaix/ 


Boletín SPA 


Sociedad Puig Adam Profesores Ma- 
temáticas. 


http://www.sociedadpuigadam.es/puig/nueva 
web/todos_boletines.php 


UNION 


Federacion Iberoamericana de Socie- 
dades Educación Matemática. 


http: //www.fisem.org/www/union/ 


Sigma 


Consejería Educación del Gobierno 
Vasco. 


http://www.hezkuntza.ejgv.euskadi.eus/r43-573/ 
es/contenidos/informacion/dia6_sigma/es_sig- 
ma/sigma_aldizkaria.html 


UNO 


Editorial Graó. 


http://www.grao.com/revistas/uno 


PNA 


Grupo Investigación Pensamiento 
Numérico (PAIDI) 


http://pna.es 


Enseñanza de 
las Ciencias 


ICE Universidad Autónoma de Bar- 
celona. 


http://ensciencias.uab.es/ 


AIEM 


Sociedad Espafiola de Investigacion 
en Educación Matematica (SEIEM). 


http://www.aiem.es 


Los medios de comunicación muestran estos 
textos con diversos soportes: edición en papel, 
edición electrónica, páginas web, vídeos, informa- 


ciones en las redes sociales y otros. La tabla 3.2 
muestra un esquema con las modalidades, tipos 
de textos y los soportes que pueden presentarse. 
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TABLA 3.2 


Variedad de textos, según tipo de información y soporte 


Tipos 


Libros de texto Textos legales 


Textos para profesores 


Textos divulgación Textos creativos 


Manuales escola- | Leyes. 
res. Decretos. 
Manuales univer- | Órdenes. 
sitarios. Informes. 


Libros del profesor. 
Libros de problemas. 
Monografias de ense- 
ñanza y aprendizaje. 
Artículos de revistas 
para profesores. 


Libros de pasa- 
tiempos. 

Libros de proble- 
mas lúdicos. 


Ensayos sobre ma- 
temáticas, histo- 
ria, filosofía, etc. 
Narrativa con alu- 
siones y/o conteni- 
do matemático. 


Formatos 


Informático 


Imprenta. 
Fotocopiadora. 
Multicopiado. 
Pósters. 
Proyecciones. 


Busca ejemplos de textos de las distin- 
tas categorías indicadas. 


dad emplearías libros que han tenido amplia di- 
fusión entre los interesados en matemáticas, 
como El asesinato del profesor de matemáticas, 
El tío Petros y la conjetura de Goldbach o Cartas 
a una joven matemática. 


1.3. Textos y conocimiento del profesor 


Toda esa amplia y extensa documentación 
descrita muestra la diversidad y complejidad de 
documentos que organizan, regulan y transmi- 
ten el contenido matemático y didáctico esco- 
lar; también plantea la necesidad de tomar de- 
cisiones sobre qué y cómo emplearlo en la 
enseñanza. El profesor tiene que conocer, dis- 
criminar e interpretar las distintas fuentes, para 


Ebook. 

En red: Artículos, presentaciones. 
Vídeos. 

Audios. 

Páginas web. 

Blogs. 


obtener aportes que encajen en su trabajo pro- 
fesional. Las decisiones sobre selección de tex- 
tos, su Organización y sus contenidos, con in- 
tención de mejorar el proceso de enseñanza, es 
una tarea compleja. Realizar esta tarea requie- 
re documentos y herramientas de interpreta- 
ción que faciliten el trabajo. 

El profesor elabora sus conocimientos sobre 
las matemáticas escolares mediante la comunica- 
ción y el intercambio de ideas que recibe de los 
libros y otros documentos, conocimientos que 
desarrolla por su participación en comunidades 
de prácticas. Igualmente, construye ese conoci- 
miento didáctico a partir de diversos documen- 
tos centrados en la enseñanza y el aprendizaje 
matemático escolar, el intercambio de informa- 
ción, la comunicación y la práctica. Para facilitar 
la organización de esos contenidos, de los cono- 
cimientos, las experiencias y los documentos que 
los transmiten, elaboramos unos organizadores 
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curriculares, categorías diseñadas para ordenar 
el trabajo profesional del profesor en su labor 
con los textos, con la planificación de las ense- 
ñanzas y con la práctica matemática escolar. 


2. LOS ORGANIZADORES 
DEL CURRICULO DE MATEMATICAS 


Como se ha argumentado en el capítulo 2, 
el docente profesionalmente responsable parti- 
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cipa en el diseño del currículo, especialmente 
en la planificación de la enseñanza que tiene 
lugar en su centro y su aula. Para ejercer esa 
responsabilidad conviene considerar la organi- 
zación del currículo mediante las dimensiones 
cultural, social, cognitiva y ética, propuestas en 
el capítulo 1. 

Las cuatro dimensiones que estructuran el 
estudio del currículo de matemáticas, vistas en 
el apartado 4 del capítulo 1, quedan recogidas 
en la tabla 3.3. 


TABLA 3.3 


Dimensiones del currículo institucional 


Dimensiones del currículo de matemáticas 


Cultural/conceptual 


Cognitiva 


Ética/formativa 


¿Qué son los organizadores 
del currículo? 


Para detectar la presencia en los textos 
normativos y en los manuales de cada una de 
esas dimensiones del currículo, y analizar así 
su utilidad y sus funciones, trabajamos con 
unas categorías denominadas organizadores 
curriculares. Esas categorías identifican aque- 
llas unidades de información que, en cada tex- 
to, trabajan con las dimensiones consideradas. 
Este análisis es útil para el profesor cuando 
selecciona información, la desglosa, la estruc- 
tura y la utiliza en la enseñanza. 


¿Para qué sirven los organizadores 
del currículo? 


Por organizadores curriculares entendemos 
aquellos conocimientos que adoptamos como 
categorías para articular el diseño, desarrollo y 
evaluación de unidades didácticas. Los organi- 
zadores aportan información objetiva sobre 
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cada contenido matemático escolar relativo a 
las dimensiones mencionadas, con lo cual con- 
tribuyen a profundizar sobre el conocimiento 
considerado. A su vez, han de proporcionar di- 
versas opciones, con vistas a planificar su ense- 
ñanza y aprendizaje. Los organizadores apor- 
tan un método para identificar el conocimiento 
didáctico, relevante para la enseñanza y apren- 
dizaje de las matemáticas escolares. 


¿Cómo trabaja el profesor 
los organizadores? 


En su práctica, el profesor, para cada conte- 
nido matemático escolar en cuestión, realiza un 
análisis según los distintos organizadores y di- 
mensiones, lo cual lleva a cabo mediante los tex- 
tos a su alcance. Así, mediante estos análisis ob- 
tiene información útil y necesaria para planificar 
las unidades didácticas, apropiadas para su im- 
plementación en el aula de matemáticas. Una vez 
obtenida esa información procederá a realizar 
una síntesis, que concreta su plan de acción. 


74 / Elementos de didáctica de la matemática para el profesor de Secundaria 


¿Cuántos organizadores utilizamos? 


Cada una de las cuatro dimensiones (cultu- 
ral, social, cognitiva y ética) requiere un tipo de 
análisis específico (cada uno de los cuales se con- 
creta y detalla en otros capítulos de este libro), 
basado en organizadores propios. Discernimos 
entre los organizadores del contenido, los cogni- 
tivos, los de instrucción y los de evaluación. 


2.1. Significados de los contenidos 
matemáticos escolares 


Para estudiar la dimensión cultural/concep- 
tual es importante disponer de datos generales 
sobre la historia de los conceptos implicados, co- 
nocimiento que identifica e interpreta los hechos 
relevantes, destaca los momentos históricos y 
muestra la evolución del contenido matemático. 

Junto con la historia, la dimensión cultural- 
conceptual se ocupa de los significados de los 
conceptos que conforman el contenido matemá- 
tico escolar que, en cada caso, estudia y analiza. 
Esta dimensión trabaja con diversos organizado- 
res curriculares, que ayudan a precisar dichos 
significados. Tales organizadores se concretan en: 


1. Aspectos formales y estructurales, cate- 
gorías que delimitan y analizan dichos 
aspectos formales y estructurales de los 
conceptos, relaciones y procedimientos 
matemáticos que articulan los conteni- 
dos matemáticos escolares. 

2. Representacionales, categorías que 
atienden a los diversos sistemas de re- 
presentación, gráficos y simbólicos, uti- 
lizados para cada concepto, relación o 
estructura, sus reglas de transformación 
internas y las traducciones entre distin- 
tos sistemas, junto con algunas modeli- 
zaciones usuales de los correspondien- 
tes conceptos. 


3. Sentidos y modos de uso, categorías que 
examinan el empleo de los conceptos, 
los fenómenos de los que surgen, los 
contextos en que se realizan, y las situa- 
ciones en que se aplican y que dotan de 
sentido a los contenidos matemáticos. 


Identifica en un libro de texto descrip- 
ciones particulares que correspondan a distintos 
organizadores relativos al contenido de los núme- 
ros enteros. 

¿Qué momentos y datos históricos desta- 
can? ¿Qué conceptos y procedimientos predomi- 
nan? ¿Qué estructuras organizan los números 
enteros? ¿Cuántos sistemas de representación 
utiliza el libro? ¿Qué usos y fenómenos dan sen- 
tido al concepto? 


El estudio detallado de los distintos organi- 
zadores curriculares que analizan y establecen 
los significados de los contenidos matemáticos 
escolares se lleva a cabo en los capítulos 5, 6, 7 
y 8 de este libro, respectivamente. 


2.2. Organizadores cognitivos 
para estudiar los aprendizajes 


La información y los conocimientos didác- 
ticos destacables para el aprendizaje de cada 
contenido matemático escolar se estudian a tra- 
vés de organizadores curriculares propios, que 
suministran categorías cognitivas, convenientes 
para analizar y establecer los contenidos didác- 
ticos propios del aprendizaje matemático esco- 
lar de cada contenido. Entre ellos destacan: 


1. Expectativas sobre el aprendizaje de los 
escolares, que destacan por su carácter 
intencional y que suelen venir expresa- 
das mediante capacidades o competen- 
cias. Las expectativas expresan proyec- 
tos para el alumno y compromisos para 
el profesor. 
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2. Limitaciones que se presentan a los es- 
colares en el aprendizaje del contenido, 
lo cual incluye tanto las dificultades 
como los errores que pueden surgir en 
el proceso. 

3. Oportunidades de aprendizaje con que 
el alumno puede contar y que promue- 
ve el profesor para incentivar el apren- 
dizaje del contenido por los escolares, 
generalmente planteadas en forma de 
retos y tareas matemáticas escolares. 


IAS A partir de experiencias propias de 
aprendizaje, o de enseñanza particular, enuncia 


como objetivo alguna expectativa de un profesor 
sobre el aprendizaje de los números enteros en 
Secundaria. 


El aprendizaje de los números enteros 
presenta dificultades propias que se identifican 
mediante errores conceptuales o de reglas de 
cálculo. Describe alguna dificultad y ejemplificala 
mediante algunos errores usuales. 


Describe una oportunidad para el 
aprendizaje de los números enteros por parte de 
estudiantes de Secundaria. 


Un estudio pormenorizado de los organiza- 
dores curriculares que analizan y describen las 
condiciones y la orientación del aprendizaje 
matemático escolar se lleva a cabo en los capí- 
tulos 9, 10, 11 y 12 de este libro. 


2.3. Organizadores de instrucción 


Para estructurar los aspectos formativos y 
de instrucción relativos a un determinado con- 
tenido matemático escolar, es decir, para sis- 
tematizar los conceptos, técnicas y prácticas 
sobre su enseñanza, se consideran los organi- 
zadores de instrucción. Mediante estos organi- 


O Ediciones Pirámide 


Textos para el currículo de matemáticas / 75 


zadores se determinan los procesos formativos 
y se regulan las correspondientes enseñanzas; 
entre estos organizadores destacamos: 


l. Las variables, funciones y tipos de ta- 
reas matemáticas escolares que pueden 
ponerse en juego, junto con su organi- 
zación mediante secuencias. 

2. Diversidad de materiales de tipo mani- 
pulativo y de recursos que pueden em- 
plearse en su enseñanza. 

3. Formas de organizar y gestionar las cla- 
ses, para conseguir interacciones y pro- 
cesos de comunicación acordes con las 
expectativas de aprendizaje concebidas. 


Recuerda experiencias de enseñanza 
(propuestas de libros de texto, tareas observadas 
en prácticas, etc.); describe distintas tareas sobre 
los números enteros con distintas funciones y en 
las que se identifiquen diferentes características. 


Localiza algún material didáctico que 
se utilice para la enseñanza de los números en- 
teros y explica alguno de sus usos principales. 

Ejemplifica alguna forma de organizar el tra- 
bajo en el aula de clase mediante las tareas y 
materiales descritos. 


Un estudio detallado de los organizadores 
curriculares que analizan y orientan la planifi- 
cación y la enseñanza de los contenidos mate- 
máticos escolares se presenta en los capítulos 
13, 14, 15 y 16 de este libro. 


2.4. Organizadores de evaluación 


Por último, para regular y organizar la di- 
mensión social en relación con un determinado 
contenido matemático escolar, es decir, para 
sistematizar los conocimientos sobre su evalua- 
ción y análisis estratégico de resultados, se con- 
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sideran los organizadores evaluativos. Así, para 
analizar los resultados del proceso formativo se 
consideran organizadores como: 


1. Modalidades y diseño de la evaluación, 
que vienen establecidos por las funcio- 
nes, la normativa y los momentos que 
caracterizan los procesos de valoración. 

2. La intervención y toma de decisiones, 
determinados por los criterios e ins- 
trumentos que permiten diagnosticar, 
orientar y valorar los aprendizajes ma- 
temáticos de los escolares. 

3. Los indicadores de calidad del siste- 
ma y las estrategias para revisar el pro- 
ceso formativo, determinados por el 
rendimiento escolar, los resultados de 
aprendizaje y otros indicadores de cali- 
dad, verificados por estudios compara- 
tivos internacionales. 


A partir de experiencias de aprendizaje 
o enseñanza y de los textos legales, identifica y 
describe algunos criterios de evaluación emplea- 
dos para examinar el aprendizaje de los números 
enteros. 


Finalmente, el estudio de los organizadores 
curriculares que muestran los logros alcanza- 
dos acerca de las matemáticas escolares, las in- 
formaciones que lo reflejan, su valoración y la 
toma de decisiones resultante se tratan en los 
capítulos 17, 18 y 19. 


3. ANÁLISIS DIDÁCTICO , 
DE UN CONTENIDO MATEMÁTICO 
ESCOLAR 


Consideramos el análisis didáctico de un 
contenido matemático como un método para 


profundizar, estructurar e interpretar curricu- 
larmente dicho contenido, con vistas a su pro- 
gramación e implementación. Como se ha ar- 
gumentado, planteamos dicho análisis a partir 
de los cuatro análisis parciales: conceptual, cog- 
nitivo, de instrucción y evaluativo. 

Organizadores curriculares como los ya 
enunciados ayudan al profesor a seleccionar in- 
formación para planificar y estructurar unida- 
des didácticas e implementarlas en los progra- 
mas formativos. 

Mediante los organizadores curriculares el 
profesor realiza un análisis didáctico de cada 
contenido matemático escolar según se presen- 
ta en los textos. Los organizadores curriculares 
se utilizan para llevar a cabo el análisis didác- 
tico con cada contenido matemático escolar; es 
la información contenida en dichos textos la 
que es objeto de análisis en primer término. 


En los Common Core State Standards 
for MATHEMATICS (NCTM, 2010), se indica, para 
el Grado 6: 


«Los estudiantes deberán extender su 
comprensión previa del número para incluir el 
conjunto completo de los números racionales, 
incluyendo los racionales negativos. 

5. Comprender que los números positi- 
vos y negativos se usan conjuntamente para 
describir cantidades que tienen una dirección 
o valores opuestos (por ejemplo, temperatu- 
ras sobre/bajo cero, posición sobre/bajo en 
nivel, créditos/débitos, carga eléctrica positi- 
va/negativa); usar números positivos y nega- 
tivos para representar cantidades en contex- 
tos reales, explicando qué significa el cero en 
cada situación» (p. 43). 


Se trata de un texto curricular americano. Em- 
pleando los organizadores, identifica en este tex 
to información sobre sus distintas dimensiones 
curriculares, señalando en qué tipo de análisis se 
contemplarían. 
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4. MODO EN QUE LOS TEXTOS 
ABORDAN UN CONTENIDO 


Con las consideraciones anteriores mostra- 
remos cómo buscar información pertinente en 
los textos de los que dispone un profesor para 
planificar la enseñanza de un contenido. 


4.1. Textos normativos 


Siguiendo con el ejemplo de los números 
enteros, desde un nivel institucional encontra- 
mos los textos administrativos que señalan los 
elementos curriculares de los números enteros. 
Los currículos actuales informan sobre qué as- 
pectos de los números enteros se contemplan en 
Educación Primaria y cómo, en su mayoría, se 
aplazan para la Educación Secundaria. Con- 
templan una breve introducción a los números 
menores de 0 en Educación Primaria y dejan el 
concepto y operaciones para Secundaria. 


Busca en los decretos y órdenes que 
establecen el currículo básico de la Educación 
Primaria todas las menciones que se hacen a los 
números enteros. Extrae información sobre lo que 
es específico de este nivel. Completa la informa- 
ción con la revisión del currículo básico para 1.° y 
2.2 de Secundaria sobre números enteros. De es- 
tos textos, identifica elementos conceptuales, pro- 
cedimentales y actitudinales sobre los enteros 
que correspondan a la enseñanza secundaria. 


4.2. Manuales escolares y científicos 


Entre las lecciones que dedican diversos li- 
bros de texto de matemáticas de Secundaria a 
los números enteros observamos coincidencias 
y diferencias. La forma de presentar los núme- 
ros negativos (por definición o por medio de 
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situaciones que los requieren), la cantidad de 
ejercicios y su grado de contextualización (si- 
tuados en problemas del entorno o repeticiones 
de reglas) dan una primera idea de su orienta- 
ción. 


Analiza el contenido de tres libros de 
texto de editoriales diferentes sobre números en- 
teros. Estudia qué orientación predomina: basada 
en procedimientos (cómo hacer), en conceptos 
(qué es, cómo se organizan) o en modos de uso 
(cuándo aparecen y para qué se emplean). 


Los manuales científicos o libros de texto 
universitarios se ocupan de desarrollar aspectos 
formales del contenido y desarrollar sus nota- 
ciones simbólicas, sus estructuras conceptuales, 
etc. En diversos manuales de álgebra se forma- 
lizan los números enteros por un proceso de 
simetrización de los números naturales respecto 
a la adición, a partir de una relación de equi- 
valencia entre pares de números naturales. 

El desarrollo de las estructuras matemáticas 
que abarcan los números enteros no cubre su 
significado. Es importante apreciar aquellos 
problemas que los hicieron necesarios y la evo- 
lución que dichos números han experimentado 
en las matemáticas. Estas cuestiones las encon- 
tramos en manuales que resumen grandes ideas 
matemáticas. «¿Qué es la matemática?», de 
Courant y Robins (1979), es un texto que inte- 
gra el desarrollo de los contenidos matemáticos 
con juicios sobre su papel en la historia de la 
matemática. 


4.3. Textos de historia y divulgación 
científica 


Información importante la proporciona la 
evolución histórica del concepto de número ne- 
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gativo, en primer lugar, y del concepto de nú- 
mero entero, posteriormente. Los libros sobre 
historia de las matemáticas la presentan en for- 
ma diacrónica, por lo que hay que recorrer di- 
versas épocas para averiguar el desarrollo y la 
formalización de los números enteros. La His- 
toria de la Matemática (Boyer, 1998) presenta 
una descripción diacrónica de problemas, acon- 
tecimientos y resultados; el libro Las matemá- 
ticas, su contenido, método y significado (Alek- 
sandrov, Kolomogorow y Laurentiev, 1973) 
muestra su desarrollo histórico, que agrupa por 
los contenidos a los que alude. 

La información de este tipo de textos puede 
ampliarse con actividades de divulgación, aña- 
diendo imágenes, anécdotas y curiosidades. 


WAS=\ Busca problemas clásicos que hayan 
contribuido a generar, organizar y formalizar el con- 


cepto de número entero, o que son menos conoci- 
dos en la escuela. 

Consulta libros de divulgación: El lenguaje de 
las matemáticas (Devlin, 2002), o de pasatiem- 
pos y problemas: Ingeniosos encuentros entre 
juegos y matemática (Stewart, 2000), Pasatiem- 
pos y juegos en clase de matemáticas. Números 
y álgebra (García Azcárate, 2012). 


La lectura de textos de creación ayuda a con- 
formar el significado de los números enteros, 
como sucede con los ensayos sobre historia o 
epistemología, que narran historias literarias con 
fondo matemático: El diablo de los números (En- 
zensberger, 1997). Los textos mencionados 
suministran información que contribuye a anali- 
zar el contenido desde los organizadores concep- 
tual, formal y estructural, representacional y fe- 
nomenológico. En ellos encontramos ideas sobre 
conceptos, sus representaciones, modelos, situa- 
ciones que los hace necesarios, su conversión en 
herramientas matemáticas y, finalmente, su for- 
malización para devenir objetos matemáticos. 


4.4. Textos de didáctica 
de la matemática 


Para afrontar la dimensión cognitiva tene- 
mos que desplazarnos hacia los manuales de 
Didáctica de las Matemáticas (c3). Los manua- 
les destinados a la formación matemática del 
maestro, como el de Segovia y Rico (2011), in- 
cluyen capítulos sobre el número entero, su con- 
tenido escolar, sus dimensiones curriculares, ex- 
pectativas y limitaciones sobre su aprendizaje e 
ideas para organizar su enseñanza y dar opor- 
tunidades a su aprendizaje. Otros manuales for- 
man parte de colecciones específicas, como las 
colecciones de la Editorial Síntesis: Matemáti- 
cas: cultura y aprendizaje y Educación Matemá- 
tica en Secundaria. El libro Números enteros 
(Vargas-Machuca y otros, 1990) es prototipo de 
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manual de didáctica sobre los números enteros; 
trata aspectos curriculares, y aporta informacio- 
nes sobre sus organizadores, según las distintas 
dimensiones consideradas. 

El libro Números enteros (Alcalá, 2003) pro- 
pone materiales y recursos específicos para la 
enseñanza del número entero, tareas matemáti- 
cas escolares y descripciones sobre metodología 
para su enseñanza, útiles para el análisis de ins- 
trucción. 

Se añaden a éstos los textos aparecidos en 
revistas especializadas y otros documentos. Pon- 
gamos como ejemplo el texto de González-Ma- 
ri (1995) o los estudios históricos de Maz y Rico 
(2007 y 2009); también las revistas de profesores 
que hacen propuestas didácticas o los artículos 
de Alicia Bruno en «Números» (1997). 

De interés por su impacto en aquel momen- 
to es el artículo de Glaeser (1981). 


Wie El resumen en español del artículo de 
Glaeser destaca: 


«Para poder afirmar que la «regla de los 
signos» (- x-=+,-=xXx+=-, etc.) no ofrece 
ninguna dificultad particular en su compren- 
sión, fue necesario esperar más de 1.500 
años. Un estudio detallado de trabajos de los 
mejores matemáticos —desde Diofanto, Euler, 
dAlembert, a nuestros dias— permitió obser- 
var algunos de los obstáculos que se oponían 
a la adquisición de la noción de los números 
negativos y, en consecuencia, de dicha regla. 

Nosotros desearíamos que se examinara, 
a través de numerosas experiencias, si las 
dificultades que esta regla ocasionó a los 
grandes matemáticos sigue presentándose a 
nuestros jóvenes estudiantes. 


(http://rdm.penseesauvage.com/Episte- 
mologie-des-nombres-relatifs.html) 


Identifica en este resumen qué tipo de infor- 
mación proporciona el artículo, apreciando qué 
organizadores emplean en su argumentación y 
en qué tipo de análisis repercutirá la información 
que en el mismo aparece. 
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Los Simposios de la SEIEM, en sus actas 
editadas, presentan investigaciones sobre la en- 
señanza y aprendizaje del número entero y 
aportan información sobre los organizadores 
curriculares. 


5. CONOCIMIENTO DEL PROFESOR 
DE MATEMATICAS 


Para enseñar matemáticas los profesores de- 
ben contar con conocimientos profesionales 
propios y específicos. En este libro vamos a cen- 
trar el conocimiento profesional del profesor en 
los contenidos de los temas matemáticos esco- 
lares y en los contenidos didácticos de esos mis- 
mos temas. Como se verá, precisaremos esos 
contenidos a través del análisis didáctico. Con- 
sideramos aquí la vinculación y aportación de 
los textos a tales contenidos matemáticos y di- 
dácticos de los temas escolares, aportaciones 
que contribuyen al conocimiento profesional 
del profesor. 


5.1. Conocimiento de una estructura 
conceptual 


El conocimiento del profesor acerca de un 
contenido matemático escolar procede de su 
formación inicial, adquirida durante su prepa- 
ración universitaria mediante el estudio de tex- 
tos matemáticos, que presentan y desarrollan 
conceptos y estructuras matemáticas y dan in- 
formación académica y cultural sobre ellas. 

Empleando manuales universitarios el pro- 
fesor estudia, conoce y entiende formalmente 
un concepto, en nuestro caso el de número en- 
tero. Para ese logro tiene que buscar y estudiar 
en estos textos informaciones que respondan a 
cuestiones como: 
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* ¿Qué conceptos y procedimientos son los 
que integran el número entero? 
e ¿Cómo se organizan? 


Estas cuestiones dan lugar a preguntas más 
específicas: 


e ¿Qué se entiende por enteros y cómo se 
definen? 

e ¿Cómo se construyen formalmente? 

e ¿Qué operaciones se definen en ellos y 
cómo se llevan a cabo? 

e ¿Qué propiedades tienen las operaciones?, 
¿qué las caracteriza? 


Un profesor domina un contenido matemá- 
tico escolar cuando lo entiende y relaciona los 
conocimientos formales y las destrezas implica- 
das; conoce los números enteros cuando los usa 
para resolver problemas, los ordena y opera 
con ellos. No obstante, esos contenidos no bas- 
tan para tomar decisiones sobre cómo llevar a 
cabo su enseñanza. Abarcar la estructura de los 
números enteros requiere plantear y responder 
a preguntas sobre qué papel juegan en matemá- 
ticas, para lo cual hay que ir más allá de los 
manuales, adentrándose en ensayos y textos 
matemáticos o en textos para el profesor. 


5.2. Historia 


La significación de los enteros en matemáti- 
cas aporta respuestas a cómo evolucionaron 
esos conceptos, a lo cual contribuyen los textos 
de historia. Es conveniente establecer etapas 
precursoras del concepto de número negativo y 
número entero, determinar en qué épocas y para 
qué funciones se introdujeron como herramien- 
tas matemáticas, cómo y cuándo evolucionaron 
como respuestas a situaciones que los requerían 
y, finalmente, cuándo se formalizaron. 


JE es Lee los siguientes textos y extrae las 
siguientes informaciones: 


e En el volumen 2 de la obra de Kline (1992) 
localiza y describe la situación de los nú- 
meros en el siglo xvii. 

e En el tomo | del libro de Aleksandrov, Ko- 
lomogorow y Laurentiev (1973) localiza y 
describe la caracterización que hace de la 
aritmética. 

e En el libro de Lizcano (1993) examina las 
dificultades que existieron para aceptar el 
número negativo y las aportaciones al mis- 
mo en las culturas orientales. 


Los organizadores estructural y contextual 
ayudan en esta búsqueda, que afianza y siste- 
matiza el conocimiento histórico del número 
entero. 


A partir de la lectura de algún texto 
histórico, obtén datos que completen el siguiente 


guión de ideas sobre la evolución histórica del 
número entero: 

Precursores: Matemática griega, expresión 
geométrica del número. Matemática hindú, prime- 
ra aceptación de expresiones negativas y reglas 
para operar con ellos. 

Problemas que promueven la aparición mate- 
mática de los números negativos: aceptación de 
soluciones negativas en ecuaciones; aceptación 
de coeficientes negativos en las ecuaciones en 
la matemática renacentista. 

Formalización: Consolidación incipiente de los 
números negativos como herramientas en el siglo 
xvii y formalización actual, a finales del siglo xix. 


5.3. Conocimiento de símbolos 
y representaciones 


Partiendo de que los conceptos matemáti- 
cos son abstractos, se hace preciso que el pro- 
fesor se pregunte en qué forma se piensa en y 
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se trabaja con los números enteros, es decir, 
cómo se representan. Los textos históricos, es- 
pecialmente aquellos que atienden a la evo- 
lución del número (Aleksandrov et al., 1973; 
Ifrah, 1997) y de sus signos y sistemas de no- 
tación, proporcionan información acerca de 
las representaciones para las cantidades nega- 
tivas. 


Localiza libros que muestren distintas 
representaciones de los números negativos, des- 
de las físicas hasta las formales, incluyendo las 
representaciones gráficas. 


Cuando se dispone de información que 
muestra cómo los enteros han evolucionado his- 
tóricamente a partir de problemas y situaciones 
que los requerían, se inicia una búsqueda de res- 
puestas a la pregunta «¿para qué se emplean los 
números enteros?». 


5.4. Conocimiento sobre sentidos 
y modos de uso 


Localizar y ejemplificar distintos empleos y 
funciones del concepto de número entero, es 
decir, encontrar términos, contextos, fenóme- 
nos y situaciones que le den significación, son 
componentes que corresponden al organizador 
«sentido y modos de uso». Textos como los de 
Alcalá (2003) y Bell (1986) proporcionan ideas 
precisas sobre distintos sentidos para los núme- 
ros enteros, tanto para aquellos que están en su 
origen como para aquellos otros que actual- 
mente requieren del concepto de número nega- 
tivo. Los libros de divulgación matemática ha- 
cen aportes que se incluyen en este organizador. 
Los componentes mencionados contribuyen al 
análisis del significado de los enteros, que faci- 
litan el conocimiento del contenido matemático 
escolar acerca de dichos números. 


O Ediciones Pirámide 


Textos para el currículo de matemáticas / 81 


Los textos de literatura científica proporcio- 
nan situaciones en las que se emplean las ma- 
temáticas, especialmente en textos creativos que 
relatan acontecimientos. No es fácil encontrar 
los enteros en textos narrativos sin intención de 
divulgación matemática; los podemos localizar 
en cuentos con carácter didáctico, como El dia- 
blo de los números, de Enzensberger (1997), o 
Evolución Numérica, texto que aparece en Her- 
vás (2004). 


Haz un esquema con un breve resu- 
men del conocimiento del contenido matemático 
escolar que recuerdes sobre algún tema. Señala 
datos que te ayuden a completarlo y el tipo de 
textos que puedes consultar para ello. 


Parte importante del trabajo del profesor en 
formación está dedicado a recoger, organizar y 
construir el contenido matemático escolar en 
cuestión, es decir, al estudio de los significados 
de los conceptos y estructuras de las matemá- 
ticas escolares del ciclo que impartirá, conteni- 
do que se completa y profundiza mediante lec- 
tura de diversos tipos de textos y su reflexión 
sobre ellos. Para alcanzar este dominio, como 
hemos visto para los números enteros, sirven de 
guía los organizadores de la dimensión cultu- 
ral/conceptual, a los que llamamos análisis del 
significado de los números enteros. 


5.5. Conocimiento del profesor 
sobre cognición escolar 


El conocimiento didáctico del profesor in- 
cluye el conocimiento sobre el aprendizaje, y 
debe dar respuesta a la cuestión: ¿qué expecta- 
tivas es posible sostener sobre el aprendizaje 
matemático de los escolares? Los documentos 
legales, autonómicos, nacionales o internacio- 


82 / Elementos de didáctica de la matemática para el profesor de Secundaria 


nales permiten que el profesor identifique esos 
contenidos mediante el reconocimiento de las 
expectativas (objetivos y competencias mate- 
máticas). También los textos didácticos sumi- 
nistran información al respecto, desde diferen- 
tes perspectivas teóricas, sobre las capacidades 
cognitivas de los escolares y acerca del papel 
que desempeña el aprendizaje matemático en 
un plan formativo. 

Uno de los componentes cognitivos que 
caracterizan el contenido relativo al aprendi- 
zaje acerca de un tema escolar concreto lo 
aportan aquellas dificultades que presenta el 
contenido, bien por su complejidad y grado de 
abstracción que presenta, por las rupturas res- 
pecto a otros conocimientos anteriores, o por 
los hábitos escolares que dificultan su apren- 
dizaje. El profesor tiene que interrogarse sobre 
qué dificultades son más frecuentes en el 
aprendizaje del contenido y qué errores suelen 
aparecer a consecuencia de estas dificultades. 
Los manuales de didáctica de los contenidos, 
como los artículos específicos, permiten al 
profesor organizar su actuación de manera 
más fundamentada. Apreciar los errores que 
suelen aparecer con más frecuencia, relacio- 
narlos con las dificultades y examinar cuáles 
se manifiestan en el proceso de enseñanza son 
parte del contenido didáctico correspondiente, 
que facilita al profesor la toma de decisiones 
en su trabajo escolar. 


Busca en el artículo de Iriarte y cols. 
(1991) las dificultades de aprendizaje de los nú- 
meros enteros y los errores que se producen, 
relaciónalos y busca formas de afrontar alguno 
de ellos. Complétalo con aportes del artículo de 
Bell. 


El análisis de la dimensión cognitiva de un 
contenido tiene que complementarse con las 


oportunidades de aprendizaje que el profesor 
tiene que facilitar a los alumnos. En el caso de 
los números enteros, una lectura del texto de 
Vargas-Machuca y cols. (1990), o el de Alcalá 
(2003), muestran posibilidades para el aprendi- 
zaje de estos conceptos. 


5.6. Conocimiento del profesor 
sobre la práctica 


Entramos ahora en la dimensión práctica 
del conocimiento didáctico del profesor, que se 
completa mediante los organizadores éticos o 
formativos. Una vez examinadas las oportuni- 
dades, el profesor tiene que examinar qué fun- 
ción desempeñan éstas, y qué tareas y de qué 
tipo pueden ponerse en juego, cuestionándose 
sobre los elementos formativos que acarrean, 
etc. Con ello podrá elaborar secuencias de ta- 
reas que constituyan el proceso formativo. Un 
aporte importante de su conocimiento didácti- 
co es el relativo a los recursos que tiene a su 
disposición. El tener que organizar materiales 
didácticos le lleva a buscar qué recursos y ma- 
teriales son adecuados para la enseñanza de un 
contenido, así como qué aspectos del significa- 
do del contenido se ven reflejados en dichos 
materiales. De nuevo los manuales de didáctica 
de las matemáticas ayudan en esta búsqueda, 
que debe completar con artículos de profesores, 
especialmente en las revistas de las sociedades, 
o en las comunicaciones de los talleres de los 
simposios. 

También puede encontrar en los manuales 
de didáctica de las matemáticas formas de or- 
ganizar y gestionar las clases que le lleven a 
promover interacciones y procesos de comuni- 
cación acordes con sus expectativas de apren- 
dizaje. 

Pero también conviene tomar como recur- 
sos didácticos los mismos textos matemáticos, 
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especialmente aquellos que están destinados a 
los estudiantes. 

El proceso de racionalidad que constituye 
la enseñanza tiene que estar atento a los resul- 
tados, mediante la evaluación. Los organizado- 
res de la dimensión social le llevan a buscar 
textos para responder a cuestiones sobre con 
qué criterios puede evaluar el aprendizaje, qué 
instrumentos específicos existen y cómo se pue- 
de evaluar el rendimiento de los alumnos. Para 
responder a estas cuestiones el profesor tendrá 
que revisar fuentes administrativas, para selec- 
cionar criterios e instrumentos de evaluación 
previstos por la reglamentación educativa. Los 
manuales de didáctica de la matemática deben 
facilitar la tarea de interpretar estos criterios e 
instrumentos, dándole pautas para interpretar 
los rendimientos y resultados del aprendizaje. 
La evaluación debe abarcar también al proceso 
planificado, debiendo responder a las cuestio- 
nes sobre cómo revisar la eficacia de un proce- 
so de enseñanza del contenido y con qué ins- 
trumentos se cuenta para ello. Las mismas 
fuentes anteriores completan las respuestas que 
expresan la visión que aportan los organizado- 
res de la dimensión social. La tabla 3.4 resume 
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el capítulo, presentando las dimensiones del cu- 
rrículo, los organizadores y los textos. 


U= A0 Haz un pequeño resumen de algunas 
nociones de conocimiento didáctico de las mate- 


máticas escolares que tienes sobre algún tema. 
Señala los elementos que te ayudarán a com- 
pletarlo y el tipo de textos que podrías consultar 
para ello. 


6. BALANCE 


En resumen, consideramos que el conoci- 
miento profesional del profesor de matemáticas 
ha de tener una intención funcional y enfatizar 
que sea el propio profesor (o profesor en for- 
mación) quien construya dicho conocimiento, 
mediante las sucesivas fases y ciclos que com- 
ponen el análisis didáctico, atendiendo a los 
organizadores curriculares y empleando los di- 
versos textos presentados. La tabla 3.4 muestra 
la vinculación entre las dimensiones del cono- 
cimiento didáctico y los distintos tipos de texto 
en que se tratan. 


TABLA 3.4 


Tipos de textos y conocimientos didácticos 


Aportaciones de los textos a las distintas dimensiones del conocimiento didáctico 


Contenidos Cognitiva 


Instrucción Evaluativa 


A) Textos matemáticos. 
B) Normativas legales. 


C) Textos de amplia- 
ción. 

D) Textos de divulga- 
ción. 

E) Textos creativos. 
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B) Normativas legales. 

C) Libros del profesor, 
de investigación y 
didácticos. 


A) Textos matemáticos. 

C) Libros del profesor, 
de investigación, de 
innovación y didác- 
ticos. 


B) Normativas legales. 

C) Libros del profesor, 
de investigación, de 
innovación y didác- 
ticos. 


Matemáticas y análisis didáctico 


LUIS RICO ROMERO 


INTRODUCCIÓN 


Este primer bloque de cuatro temas se ha cen- 
trado en cuestiones introductorias, necesarias para 
la formación del profesor de matemáticas como 
profesional competente y autónomo. En los capítu- 
los que lo componen, el currículo de matemáticas 
se ha caracterizado como un marco conceptual, 
determinante en la planificación y gestión de pro- 
gramas educativos, y se han descrito sus princi- 
pios y funciones, los cuales definen una estructura 
mediante un sistema de niveles y componentes. La 
organización curricular proporciona un marco ge- 
neral que sustenta el trabajo sobre el significado, 
el aprendizaje, la enseñanza y la evaluación de los 
contenidos matemáticos escolares. 

Los fundamentos del currículo son un modelo 
para entender la educación en las sociedades mo- 
dernas, de raíz antropológica, donde la matemati- 
ca desempeña un papel esencial. Contempla la 
matemática escolar como parte crucial de la for- 
mación básica, proveedora de los esquemas de 
pensamiento que los ciudadanos comparten y con 
los que razonan. También se argumenta que todo 
currículo tiene carácter dinámico y, como proyecto 
social, se ve sometido a inercias e impulsos de 
cambio. 

Hemos reflexionado acerca de cómo el profesor 
recibe y desarrolla los contenidos didácticos a 
partir de diversos documentos centrados en los 
significados teóricos y prácticos de los conteni- 
dos matemáticos escolares, en su enseñanza, su 
aprendizaje y su evaluación. Igualmente, hemos 
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discurrido acerca de cómo el profesor elabora nue- 
vos conocimientos sobre esos contenidos didácti- 
cos mediante la comunicación, la participación en 
comunidades de prácticas y el intercambio de 
ideas que recogen los libros y otros documentos. 
Para facilitar la organización de esos conocimien- 
tos, de las experiencias de que proceden y de los 
textos que los transmiten, hemos elaborado unas 
categorías —organizadores curriculares— tam- 
bién concebidas para ordenar el trabajo profesional 
del profesor como agente en el diseño y la práctica 
de la matemática escolar. 

Las dimensiones y sus categorías identifican los 
contenidos didácticos, proporcionándoles una es- 
tructura de componentes. Las dimensiones definen 
los contenidos de Didáctica de la matemática que 
organizan y guían la formación del profesor de ma- 
temáticas de Secundaria. Queremos destacar en 
este capítulo esa función del currículo, ya que es 
objetivo central del libro. 

Los organizadores curriculares y sus componen- 
tes identifican y determinan los contenidos didác- 
ticos, contenidos que corresponde establecer y 
sistematizar para abordar el estudio didáctico de 
cada uno de los temas de las matemáticas esco- 
lares. Los organizadores y sus componentes con- 
tribuyen a reconocer, analizar y organizar las uni- 
dades de información que, para cada unidad 
didáctica, en cada texto y en cada circunstancia, 
corresponden con las dimensiones y componentes 
considerados. Tal análisis didáctico, que aquí intro- 
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ducimos, es un método útil y valioso para el profe- 
sor mediante el cual selecciona información, la 
desglosa, la estructura y la utiliza en su enseñan- 
za, con lo cual la constituye en parte relevante del 
conocimiento requerido para ejercer sus compe- 
tencias profesionales. 

Este capítulo concluye el balance de la estruc- 
tura de los contenidos didácticos hasta ahora in- 
troducidos; presenta un marco analítico con que 
abordar dichos contenidos, junto con otras funcio- 
nes del análisis didáctico, y finaliza con una revi- 
sión de las competencias profesionales para el 
profesor de matemáticas de Secundaria. 

Prestamos atención, por tanto, a tres asuntos. 
Por un lado, avanzamos en aquellas nociones 
mediante las cuales se abordan los significados 
de los contenidos de las matemáticas escolares. 
Como muestran distintos documentos curricula- 
res, los significados de los contenidos matemáti- 
cos escolares están en el origen del contenido 
didáctico. El profesor de matemáticas precisa una 
formación profesional sobre esos significados de 
igual rigor que la obtenida en su formación sobre 
los contenidos matemáticos, de manera que no 
se produzcan brechas o desniveles entre la cali- 
dad de los conocimientos acerca de ambos con- 
tenidos. 

En segundo término, introducimos el análisis 
didáctico como sistema y método de trabajo para 
el profesor de matemáticas, entre cuyas funciones 
destaca la reflexión sobre la estructura del currícu- 
lo de matemáticas, junto con un dominio técnico 
para planificar e implementar unidades matemati- 
cas escolares. Los contenidos didácticos organizan 
esta propuesta para formación del profesor de ma- 
temáticas; los contenidos didácticos concretan y 
desarrollan una estructura, a partir de la cual se 
introducen los conocimientos que requiere el pro- 


1. LOS CONTENIDOS 
DE LAS MATEMATICAS ESCOLARES 


En el sistema educativo, un nuevo currículo 


fesor en formación sobre Didáctica de la mate- 
mática. 

Finalmente, recapitulamos las competencias 
profesionales del profesor de matemáticas, a cuya 
preparación contribuimos. Hemos destacado aque- 
llas que directamente se abordan y son objeto de 
estudio en este libro, dirigidas a los graduados que 
inician o quieren mejorar su preparación como pro- 
fesores de matemáticas, profesores en ejercicio o 
aquellos otros que cursan una especialización en 
educación matemática en países iberoamericanos, 
como es el caso del Máster en Profesorado de 
Secundaria, para su preparación como profesores 
en esos niveles. 

Proponemos identificar aquellos contenidos di- 
dácticos preferentes con que organizar las compe- 
tencias profesionales del profesor de matemáticas; 
contenidos y competencias relativos a los signifi- 
cados de los conceptos matemáticos escolares, a 
la selección de tareas, fomento de oportunidades 
para su aprendizaje, planificación de secuencias, 
elección de materiales didácticos, elaboración de 
textos, elección de documentos y diseño de unida- 
des didácticas para enseñar las matemáticas es- 
colares, criterios para evaluar los logros alcanza- 
dos en los aprendizajes, expectativas establecidas 
e instrumentos aplicados. Al titular este libro Ele- 
mentos de Didáctica de la matemática para el 
profesor de secundaria subrayamos que su objeto 
de estudio son los contenidos didácticos para pre- 
pararse y ejercer como profesor de matemáticas, 
es decir, el conjunto de contenidos didácticos ne- 
cesarios para abordar el significado, el aprendiza- 
je, la enseñanza y la evaluación de los contenidos 
matemáticos escolares, tal y como lo establecen 
los programas de Educación Secundaria, junto con 
los requerimientos, condiciones y normativa de esa 
materia en España. 


pone cambios en la metodología y actualiza los 
criterios de evaluación de manera acorde con 
los cambios planificados. Los modos de estruc- 
turar y organizar esos conocimientos forman 


establece expectativas de aprendizaje renova- parte del saber profesional que debe guiar al 
das, incluye variaciones en los contenidos, pro- futuro profesor. 
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Los contenidos de las matemáticas escola- 
res determinan la dimensión conceptual en este 
nivel de concreción curricular, que regula el Mi- 
nisterio de Educación, junto con las Conseje- 
rías de Educación de las Comunidades Autó- 
nomas. Su organización se desglosa por bloques 
y se detalla por asignaturas, como muestran, en 
cada caso, los anexos del Real Decreto con los 
programas de las distintas asignaturas de cada 
disciplina escolar. Los niveles en matemáticas 
para la Educación Secundaria son parte de las 
propuestas curriculares que se revisan y actua- 
lizan. 


Localiza en el Boletín Oficial los docu- 
mentos curriculares que establecen el currículo 
de matemáticas para los distintos cursos y nive- 
les de la Educación Secundaria. Selecciona el 
programa de una de las materias para trabajar 
las tareas de este capítulo. 


Los contenidos matemáticos de un curricu- 
lo vienen dados mediante un listado de temas 
de matemáticas; su estudio y análisis se aborda 
atendiendo a distintos criterios, de los cuales 
exponemos tres por su interés práctico para el 
conocimiento profesional del profesor de ma- 
temáticas. 


1.1. Organización disciplinar 
de los contenidos 


Es patente que la abstracción, la prueba y 
la demostración, el razonamiento lógico y el 
valor de utilidad son atributos propios y distin- 
tivos de la disciplina matemática. 

Una abstracción es la propiedad definitoria 
de una clase de objetos y capacita para inter- 
pretar y tratar nueva información. Abstraer es 
un método para procesar y clasificar experien- 
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cias, identificar relaciones, construir conceptos 
y elaborar procedimientos matemáticos. La 
abstracción se encuentra en la raíz de las mate- 
máticas; mediante ella reconocemos las relacio- 
nes de orden, cuantitativas y espaciales. 

Un concepto matemático es resultado de 
una abstracción que emerge mediante grados 
crecientes de generalización; históricamente, 
este es el proceso mediante el cual se han ge- 
nerado los conceptos numéricos, métricos y 
geométricos. 


Escoge un concepto matemático esco- 
lar que aparezca en los contenidos de Secundaria 
del programa seleccionado en la tarea anterior. 

Reflexiona, localiza y describe etapas en el 
proceso de abstracción de ese concepto. 


Disciplinas matemáticas 


Las matemáticas se ocupan de conceptos 
abstractos y de sus interrelaciones. Los resulta- 
dos matemáticos se basan en y se deducen de 
conceptos fundamentales. Conceptos y méto- 
dos matemáticos son generales y abstractos; se 
distinguen por su fundamentación lógica y se 
derivan unos de otros de modo deductivo y ne- 
cesario. 

Demostrar una propiedad, o un teorema, 
significa que su veracidad o falsedad se esta- 
blezca mediante razonamiento lógico a partir 
de las propiedades de los conceptos básicos im- 
plicados, que deben sustentarse en una referen- 
cia, la cual evalúa su valor real. 

Los orígenes de las matemáticas no están en 
los objetos sino en las relaciones entre objetos, 
que se identifican en el mundo real —físico, na- 
tural o social— y justifican su aplicabilidad. 
Por su procedencia, los conceptos matemáticos 
tienen gran utilidad y encuentran multitud de 
usos en otras ciencias. 
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Organización de las disciplinas 
según su objeto 


La evolución histórica de las diversas ramas 
de las matemáticas ha utilizado criterios de orga- 
nización externa y también criterios de organiza- 
ción interna. La organización externa considera 
las matemáticas como una serie de materias con 
distinto objeto, si bien con fundamentación y 
métodos comunes. Las especialidades se designan 
por sus nombres convencionales, que responden 
a sus distintas temáticas. Aritmética, Geometría, 
Álgebra, Trigonometría, Estructuras numéricas, 
Cálculo, Análisis, Estadística o Probabilidad 
son, entre otras, denominaciones que están pre- 
sentes en el currículo de matemáticas de Secun- 
daria, se identifican como bloques de contenidos 
y contribuyen a delimitar su alcance. 


Localiza uno o varios libros de texto 
cuya organización responda a criterios disciplina- 
res. Identifica y describe diferencias con un libro 
de texto actual. 


Organización de las disciplinas 
según su procedimiento 


Las disciplinas matemáticas tienen, por otra 
parte, un método interno de trabajo y una re- 
gulación convencional, de justificación, exposi- 
ción y verificación. 

En general, la organización clásica de las 
disciplinas respeta una secuencia; dicho pro- 
cedimiento lo inician con las definiciones y no- 
taciones, lo continúan con los axiomas, enun- 
ciados, operaciones y propiedades, lo culminan 
con los teoremas y corolarios, y lo concluyen 
con las aplicaciones. 


Localiza en una biblioteca un libro de 
texto cuya organización siga un método formal y 
secuencial. Identifica diferencias con un libro de 
texto actual de nivel similar. 


Programa de la asignatura 


Un planteamiento convencional del cu- 
rrículo de matemáticas se sostiene en su orga- 
nización disciplinar, que tradicionalmente se ha 
concretado en un programa de la asignatura, el 
cual resume los contenidos matemáticos for- 
males que, presumiblemente, deben ser apren- 
didos por los estudiantes. Un programa tam- 
bién resume los contenidos académicos iniciales 
que deben conocer los profesores de matemati- 
cas en formación. Un programa ofrece una se- 
cuencia lógica de contenidos, mediante defini- 
ciones, pruebas, demostraciones y aplicaciones. 

Un conocimiento de la organización dis- 
ciplinar es imprescindible para entender la or- 
ganización conceptual de un determinado cu- 
rrículo, el cual forma parte del conocimiento 
matemático básico que se supone ya acredita el 
profesor en formación. Este conocimiento re- 
sulta necesario para el diseño de tareas escola- 
res y la planificación de unidades didácticas. No 
obstante, ese conocimiento resulta insuficien- 
te, dado que las matemáticas escolares no son 
únicamente conocimiento verdadero. Simultá- 
neamente, también son conocimiento significa- 
tivo que se trabaja de manera contextualizada 
y mediante sistemas propios de representación. 
Para ello revisamos otros criterios de organi- 
zación. 


Localiza el programa de un curso de 
matemáticas de Secundaria estructurado con cri- 
terios disciplinares. Destaca características pro- 
pias de ese programa. 


1.2. Clasificación cognitiva 
de los contenidos 


Los contenidos —conceptos y métodos— se 
estructuran, asimismo, según criterios cogniti- 
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vos. Tales criterios consideran el modo en que 
los conocimientos correspondientes se entien- 
den, se aprenden y se utilizan por usuarios y 
escolares. Para la caracterización cognitiva de 
los contenidos matemáticos escolares los exper- 
tos utilizan tres campos o categorías generales: 
el campo conceptual, el campo procedimental 
y el campo actitudinal. Complementariamente, 
diferencian tres niveles cognitivos de compleji- 
dad en cada uno de ellos, con los que estructu- 
ran los distintos tipos de contenidos en cada 
uno de los campos considerados. 


Campo conceptual 


Los conceptos son las ideas con las que pen- 
samos. «Un concepto es una forma de procesar 
datos que capacita al usuario para utilizar la 
experiencia pasada de manera provechosa al 
manejar una situación presente» (Skemp, 1980). 
Los conceptos se pueden dar por extensión, 
mediante ejemplos o contraejemplos; también 
se pueden establecer comprensivamente, es de- 
cir, mediante propiedades definitorias y sus 
condiciones. Desde esta perspectiva, un concep- 
to es distinto de una relación. 


Localiza un libro de texto de primer ci- 
clo de Secundaria. Identifica cinco conceptos im- 
portantes que se traten en ese libro y explica el 
criterio seguido para su presentación. 


Consideramos que los conceptos matema- 
ticos surgen por abstracción, como resultado 
del análisis y la generalización de experiencias 
cotidianas; cada concepto proviene de la sínte- 
sis del trabajo práctico y de conceptos anterio- 
res, es decir, mediante un doble proceso de abs- 
tracción y generalización. La generación y 
desarrollo de conceptos es una faceta de la 
construcción del conocimiento matemático es- 
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colar, en tanto que son objeto de enseñanza y 
aprendizaje. 


Niveles en el campo conceptual 


En los contenidos del campo conceptual se 
distinguen tres niveles, en orden de complejidad 
creciente: hechos, conceptos matemáticos y es- 
tructuras conceptuales. 

Enfatizar el campo conceptual del conteni- 
do matemático pone la atención sobre cuál es 
su objeto y destaca qué reflejan los conceptos 
matemáticos abstractos. 

Dentro del campo conceptual, los hechos 
son unidades de información que el escolar 
debe memorizar, pudiendo ser arbitrarios y no 
estar conectados entre sí. Los símbolos, térmi- 
nos y notaciones se encuentran en este nivel; 
aportan una materialización sencilla de un con- 
cepto matemático y le proporcionan una expre- 
sión tangible. Símbolos, términos y notaciones 
hacen presente un concepto abstracto y propor- 
cionan un medio para expresar relaciones y rea- 
lizar operaciones con el mismo. 

El criterio para entender y aprender un 
concepto no es la aptitud para identificarlo con 
un nombre o designarlo con un símbolo, sino 
actuar de manera que se interpreten y clasifi- 
quen nuevos datos de acuerdo con las propie- 
dades que han llevado a establecer tal concep- 
to. El significado de un concepto proporciona 
criterios para conocer sobre su dominio, que 
no se agota en una definición; «las matemáti- 
cas escolares no se pueden definir inicial- 
mente con precisión, sino sólo ejemplificarlas» 
(Skemp, 1980). 

Una estructura conceptual es una red de 
conceptos y relaciones. El aprendizaje de un 
nuevo concepto o relación implica su incorpo- 
ración como nodo o enlace en una estructura 
ya existente, mediante nuevas relaciones y for- 
mando un nuevo todo. 
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En el mismo libro en que vienes traba- 
jando escoge un ejemplo para cada uno de los 
niveles del contenido conceptual antes descritos. 
Justifica tu elección. 


Campo procedimental y niveles 


El interés del contenido procedimental 
emerge cuando se interroga sobre las operacio- 
nes, propiedades y métodos matemáticos, sus 
modos de procesamiento y el conocimiento que 
sustentan. También en el campo procedimental 
se diferencian tres niveles, según la complejidad 
del contenido considerado, que se llaman des- 
trezas, razonamientos y estrategias. 

Las destrezas son procedimientos bien esta- 
blecidos, con varios pasos, que incluyen expre- 
siones simbólicas, figuras geométricas u otros 
signos o gráficos. Dos rasgos caracterizan las 
destrezas; primero, que promueven acciones o 
transformaciones entre unidades de conoci- 
miento; segundo, que sus conexiones se mues- 
tran en cadena. 


En el libro de texto de primer ciclo de 
Secundaria que has escogido anteriormente 
identifica cinco procedimientos importantes que 
se traten en él. 

Escoge un ejemplo de contenido por cada 
uno de los niveles descritos. 
Justifica tu elección. 


Los razonamientos se muestran mediante 
procesamiento de conceptos, que establecen re- 
laciones de inferencia —deductiva, inductiva o 
analógica— entre ellos. 

Las estrategias consisten en la ejecución de 
procesos dentro de una estructura conceptual, 
considerando sus distintos conceptos, relacio- 
nes y propiedades, o bien procesando relaciones 
entre conceptos que correspondan a distintas 


estructuras. «Cualquier procedimiento o regla 
de acción que permite obtener una conclusión 
o responder a una cuestión (resolución de pro- 
blemas) haciendo usos de relaciones o concep- 
tos, generales o específicos, de una determinada 
estructura conceptual, o de varias, se denomina 
estrategia» (Rico, 1997). 


En el Real Decreto que regula el actual 
currículo de matemáticas para Educación Secun- 
daria identifica contenidos conceptuales y conte- 
nidos procedimentales. 


Campo actitudinal 


Finalmente, en el campo actitudinal se sue- 
len identificar también tres subcategorías para 
las matemáticas escolares. La afectividad, o ac- 
titud emocional hacia las matemáticas; el aspec- 
to moral y normativo, como se aprecia en el res- 
peto a las normas y procedimientos y en el 
cumplimiento de las tareas; y el aspecto ético de 
la disciplina y su contribución a la objetivación 
del mundo y el desarrollo de la persona. Dife- 
rentes normas y valores tratan los contenidos 
de diferentes maneras. Estos valores se contem- 
plan como propios del contenido matemático 
escolar y de sus conceptos. 


En el libro de texto de primer ciclo de 
Secundaria que has escogido identifica párrafos 
donde se aprecie la promoción de cinco actitu- 
des. Justifica tu elección. 


Las categorías y subcategorías cognitivas 
consideradas para describir nuevos campos 
del contenido matemático escolar se desarro- 
llan con mayor detalle en el próximo capítulo. 
También en los siguientes capítulos destacare- 
mos el uso de conceptos, procedimientos y ac- 
titudes para clasificar los contenidos de Secun- 
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daria obligatoria en el currículo según criterios 
cognitivos. 


1.3. Clasificación fenomenológica 
de los contenidos 


Desde su comienzo, el estudio PISA de la 
OCDE destaca las variables que caracterizan 
las tareas matemáticas escolares, singularmente 
aquellas que interesan en el diseño de las prue- 
bas de evaluación adecuadas para ese estudio. 
Este diseño propone tareas para evaluar la 
competencia matemática escolar. 

En el modelo funcional para el aprendizaje 
escolar que soporta el estudio PISA, el interés 
se centra en los fenómenos del mundo real que 
requieren y desencadenan un tratamiento ma- 
temático. De ahí que sus responsables llamen 
«fenomenológica» a la organización disciplinar 
de los contenidos que considera, principalmen- 
te, un uso funcional de las matemáticas. El mo- 
delo funcional no contempla una clasificación 
convencional de los instrumentos matemáticos, 
es decir, la organización de sus contenidos; su 
interés se centra en los usos en que se implican 
esas herramientas. 

La estrategia asumida en el marco teórico del 
estudio PISA 2003 difumina la prioridad estruc- 
tural en la organización de los contenidos. Para 
ello, define el rango del contenido que puede eva- 
luarse haciendo uso de una aproximación feno- 
menológica, en la cual implica a las ideas, estruc- 
turas y conceptos matemáticos considerados. 
Esto significa seleccionar y organizar los conte- 
nidos en relación con los fenómenos y los tipos 
de problemas de los que surgieron, es decir, aten- 
der a grandes áreas temáticas de las que emergen 
y a cuya organización contribuyen. 

La competencia matemática considera el 
«sentido matemático escolar». La noción de 
sentido matemático escolar destaca las formas 
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de conocer, comprender y usar las matemáticas 
y subrayan el uso en contexto de esos conoci- 
mientos. Vinculando las áreas temáticas con la 
noción de sentido matemático escolar hemos 
identificado y descrito cuatro sentidos o «cate- 
gorías fenomenológicas» para los contenidos. 


Sentido numérico 


Selecciona los conceptos y estructuras nu- 
méricas como referentes en ámbitos cuantitati- 
vos y operaciones básicas. Por ejemplo, contar, 
ordenar, cuantificar, operar, clasificar y em- 
plear diferentes modos de representación con 
coherencia. Este sentido requiere la puesta en 
práctica de las relaciones y las operaciones nu- 
méricas, así como un uso reflexivo de procedi- 
mientos de cálculo, del cálculo mental y de la 
estimación. Considera la pertinencia y la razo- 
nabilidad de los cálculos y el uso de estrategias 
útiles para resolver problemas numéricos. 


Selecciona un libro de texto elaborado 
según el currículo actual. Identifica una lección 
que desarrolle el sentido numérico. Identifica la 
presencia o ausencia en el texto de descriptores 
que caractericen dicho sentido. 


Sentido espacial 


Identifica, analiza y describe características 
y propiedades de figuras geométricas, en dos y 
tres dimensiones, con criterios compartidos o 
propios. Se muestra en la habilidad para locali- 
zar posiciones y trayectorias, explicar invarian- 
tes en figuras, describir relaciones entre formas 
y entre cuerpos, identificar transformaciones y 
componer y descomponer formas geométricas. 
El sentido espacial usa estrategias de visualiza- 
ción, estimula capacidades para orientarse en el 
entorno y trabaja mediante propiedades y rela- 
ciones geométricas. 
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Selecciona un libro de texto elaborado 
según el currículo actual. Identifica una lección 
que desarrolle el sentido espacial. Identifica la 
presencia o ausencia en el texto de descriptores 
que caractericen dicho sentido. 


Sentido de la medida 


Identifica atributos comparables y caracte- 
rísticas mensurables, y conoce, selecciona y uti- 
liza unidades de medidas convencionales y no 
convencionales. Estimar es un aspecto crucial 
que abarca la capacidad para seleccionar técni- 
cas apropiadas a cada situación, cuantificar 
adecuadamente las dimensiones y magnitudes 
de un entorno y aplicar diversas estrategias de 
medida, según las situaciones propuestas. 


Selecciona un libro de texto elaborado 
según el currículo actual. Identifica una lección 
que desarrolle el sentido de la medida. Identifica 
la presencia o ausencia en el texto de descripto- 
res que caractericen dicho sentido. 


Sentido estocástico 


Usa las nociones de estadística y probabili- 
dad para: abordar situaciones de incertidum- 
bre; formular preguntas, para después recoger, 
organizar y presentar datos; seleccionar, utilizar 
y validar métodos con los que analizar datos, 
conjeturar y evaluar inferencias y predicciones; 
estudiar y abordar situaciones de aleatoriedad 
para evaluar la posibilidad, imposibilidad o se- 
guridad de determinados hechos y sucesos. 


Selecciona un libro de texto elaborado 
según el currículo actual. Identifica una lección 
que desarrolle el sentido estocástico. Identifica la 
presencia o ausencia en el texto de descriptores 
que caracterizan dicho sentido. 


Nuestra perspectiva al considerar estas cua- 
tro familias de ideas como criterios para clasi- 
ficar los contenidos sobrepasa su simple consi- 
deración como variables de tarea para unas 
pruebas de evaluación. Por otra parte, el de- 
sarrollo curricular de cada una de las materias 
contempla, pero no sistematiza, un plantea- 
miento fenomenológico, ni para los criterios de 
evaluación ni tampoco para los estándares de 
aprendizaje. 


INSI En el Real Decreto que regula el ac- 
tual currículo de matemáticas para Educación 


Secundaria identifica la presencia de conteni- 
dos que correspondan a un sentido numérico, 
un sentido espacial, un sentido de la medida y un 
sentido estocástico. 


2. SIGNIFICADOS Y CONTENIDOS 
DIDÁCTICOS DE LAS MATEMATICAS 
ESCOLARES 


Hemos presentado modos diferentes y com- 
plementarios de analizar e interpretar los con- 
tenidos de las matemáticas escolares que apare- 
cen en la propuesta de formación matemática 
que hace el currículo actual, cuya interpretación 
es parte del trabajo del profesor de matemáticas. 


2.1. Nociones didácticas y contenidos 
curriculares 


Entre los datos más sugerentes que apare- 
cen en ese trabajo interpretativo se encuentra la 
presencia sistemática de nociones no matemá- 
ticas, como significados, contextos, entornos co- 
tidianos, situaciones, términos, representaciones, 
sentidos y algunas otras. 

Estas nociones aparecen de manera frecuen- 
te y sistemática en los enunciados de los conte- 
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nidos matemáticos escolares, hablando de con- 
tenidos, si bien no corresponden, en sentido 
estricto, a nociones o conceptos matemáticos 
que el alumno de Secundaria deba conocer y 
estudiar. 


IMA Argumenta que las nociones enume- 
radas no expresan conceptos matemáticos. 


Puede parecer una inconsistencia la presen- 
cia sistemática de enunciados que se basan en 
esas nociones, incluidos bien como contenidos 
o bien como criterios de evaluación. 

La selección de ejemplos que siguen es una 
muestra de ello: 


e Números negativos. Significados y utiliza- 
ción en contextos reales. 

e Conocer y utilizar propiedades y nuevos 
significados de los números en contextos. 

e Fracciones en entornos cotidianos. 

e Identificar situaciones con figuras planas, 
describir el contexto físico y abordar pro- 
blemas cotidianos. 

e Reconocer el significado aritmético del 
Teorema de Pitágoras. 

e Formas de representación de una fun- 
ción (lenguaje habitual, tabla, gráfica, 
fórmulas). 

e Presentar datos relevantes para entender 
características de interés de una pobla- 
ción (...) (RD 1105/14, Matemáticas 1.° y 
2.” de ESO, currículo LOMCE). 


Estos enunciados, y las nociones con que 
se manejan, describen una aproximación didác- 
tica a los contenidos matemáticos, en tanto que 
contenidos escolares, que requieren un conoci- 
miento profesional explícito por el profesor, 
pero que resultan inadecuados para los esco- 
lares. 
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Identifica enunciados en el programa 
de Matemáticas para 3.° y 4.° de ESO que, en su 
redacción actual, destaquen nociones didácticas. 


Subrayamos que, tradicionalmente, los lis- 
tados de contenidos matemáticos se interpretan 
como conocimientos matemáticos explícitos 
para el alumno. Por otra parte, en sus distintos 
apartados sobre las materias de matemáticas de 
Secundaria Obligatoria y de Bachillerato, dis- 
tintos currículos considerados en el capítulo 2 
destacan, de modo explicito, la importancia de 
analizar y conocer los significados de los concep- 
tos matemáticos escolares, como así hacen el 
RD 1345/91 (LOGSE), el RD 1631/2006 (LOE) 
y el RD 1105/2014 (LOMCE). 


Identifica ejemplos de enunciados que 
destaquen nociones didácticas en el programa 
de Matemáticas de Secundaria para los currícu- 
los mencionados. 


Esta paradoja muestra las dificultades y 
desajustes que se producen para diferenciar con 
claridad entre el contenido matemático de un 
tema y el contenido didáctico de ese mismo 
tema matemático, al que denominamos conte- 
nido didáctico de un tema matemático, que in- 
cluye los contenidos matemáticos en tanto que 
son objeto de enseñanza, aprendizaje y evalua- 
ción. El contenido didáctico de cada tema del 
currículo también es parte del conocimiento 
profesional, que debe ser explícito para el pro- 
fesor de matemáticas. 

Los programas del currículo que comenta- 
mos entretejen los contenidos propiamente ma- 
temáticos con los significados de tales concep- 
tos, necesarios para el profesor y que no forman 
parte de los conceptos, estructuras y razona- 
mientos que debe estudiar el estudiante. Como 
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veremos, un profesor puede dominar el conte- 
nido matemático de un tema determinado pero 
no conocer su contenido didáctico, bien por no 
entender su significado o no identificar las con- 
diciones de los aprendizajes esperados, desco- 
nocer una posible organización para su ense- 
ñanza, o bien no interpretar los rendimientos y 
logros alcanzados. 


Escoge un tema del currículo de ma- 
temáticas de Secundaria. Redacta tres descrip- 
tores sobre un contenido matemático de ese 
tema y otros tres descriptores sobre su contenido 
didáctico. Destaca la diferencia entre los dos tipos 
de contenidos. 


En el RD 1105/2014 se identifican unos des- 
criptores que clasifican los enunciados sobre 
contenidos y sobre criterios de evaluación en 
las siguientes categorías: 


e Contextos y situaciones, situaciones reales. 

e Lenguaje, comunicación, símbolos, repre- 
sentación. 

e Conceptos; significados de los conceptos. 

e Procesos, operaciones, cálculos. 

e Procedimientos y estrategias. 

e Resolución de problemas. 

e Estructuras matemáticas. 


Algunas de esas categorías no expresan con- 
tenidos matemáticos explícitos para el aprendi- 
zaje ni son conceptos convencionales que los 
escolares deban aprender, memorizar o proce- 
sar. Todos ellos expresan conocimientos sobre 
los contenidos matemáticos escolares, no para 
el alumno sino para el profesor, es decir, forman 
parte del conocimiento didáctico sobre la ma- 
temática escolar. 

Como en cualquier campo del saber, en edu- 
cación matemática el conocimiento por parte 


del profesor sobre un contenido matemático 
escolar consiste en el dominio de su significado 
básico, necesario para su trabajo profesional, 
para su enseñanza y posterior logro de su 
aprendizaje. 


2.2. Estudio didáctico de un concepto 
matemático 


La noción de significado desempeña un pa- 
pel predominante en el currículo de matemáti- 
cas e, igualmente, en el contenido didáctico de 
los conceptos matemáticos. Los capítulos del 
siguiente bloque de temas los dedicamos a esa 
noción. 

En este estudio partimos de una noción 
de significado de un concepto matemático 
concreta y precisa, adaptada de la noción de 
Frege, quien la aborda mediante tres compo- 
nentes: 


e Los signos, gráficos y notaciones que lo 
representan y términos que lo nombran. 

e La referencia, o definición del concepto y 
la estructura lógica en que se inserta. 

e Los sentidos, o modos de uso, con que 
puede ser entendido, aplicado e interpre- 
tado. 


Conocer un concepto matemático es cono- 
cer su definición, representarlo, mostrar sus 
Operaciones, relaciones y propiedades y sus mo- 
dos de uso, interpretación y aplicación a la re- 
solución de problemas. 

El profesor necesita un dominio en profun- 
didad sobre los contenidos que se propone ense- 
ñar, a partir de los cuales planificar y orientar el 
aprendizaje de los escolares. El contenido didác- 
tico en cada concepto se inicia mediante el aná- 
lisis y demarcación de su significado. Dicho 
análisis se lleva a cabo mediante el examen de 
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sus componentes semánticos. El análisis de esos 
componentes proporciona distintas opciones 
para el significado de los contenidos del curricu- 
lo de matemáticas. 


Explora y describe el significado del 
Teorema de Pitágoras, según los componentes 


antes descritos. 


Referencia, representación y sentido son los 
tres componentes que vamos emplear para el 
estudio e interpretación del significado de los 
contenidos matemáticos escolares. Abreviada- 
mente, al conjunto de esos componentes le lla- 
mamos triángulo semántico de un contenido ma- 
temático escolar. 

El significado de un determinado concepto 
viene establecido por sus componentes semán- 
ticos, que incluyen su estructura conceptual, 
sus sistemas de representación y sus sentidos o 
modos de uso. La revisión realizada pone de 
manifiesto la importancia de la noción de sig- 
nificado de los contenidos en el currículo de 
matemáticas. Los significados de cada uno de los 
contenidos matemáticos escolares hacen parte 
de su contenido didáctico. 

Los capítulos que siguen están dedicados al 
significado de cada contenido matemático esco- 
lar, a estudiarlo según sus distintos componen- 
tes. Es decir, a determinar el contenido didácti- 
co sobre un determinado contenido matemático 
y a su empleo operativo para el trabajo del pro- 
fesor en el aula de matemáticas. 


3. EL MÉTODO DEL ANÁLISIS 
DIDÁCTICO Y SU ESTRUCTURA 


El conocimiento profesional del profesor, 
que le ayuda a establecer el significado de unos 
conceptos, a planificarlos, implementarlos y 
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evaluarlos, comienza y se construye mediante 
el contenido didáctico. Ese proceso sigue un 
método al cual llamamos análisis didáctico. 
El análisis didáctico se estructura según cua- 
tros tipos de análisis, con objeto de estudio dis- 
tintos, según las dimensiones del currículo de 
matemáticas. Comienza por el análisis de los 
significados de los contenidos matemáticos 
escolares. En segundo lugar realiza el análisis 
cognitivo de esos mismos contenidos, que de- 
termina las condiciones para el logro de los co- 
rrespondientes aprendizajes. Seguidamente, el 
análisis de instrucción considera las tareas, or- 
ganización y recursos necesarios para la ense- 
ñanza de esos contenidos matemáticos. Final- 
mente, tiene lugar el análisis evaluativo, que 
valora los aprendizajes logrados, la informa- 
ción recogida y la toma de decisiones. A cada 
uno de esos análisis dedicamos un bloque de 
temas de este libro. 

Por análisis didáctico de un contenido ma- 
temático escolar entendemos un método para 
escudriñar, estructurar e interpretar, dentro de 
un marco curricular, los contenidos didácticos 
de las matemáticas escolares, con el propósito 
de su planificación, su implementación en el 
aula y su evaluación. 

El total de información obtenida para cada 
contenido matemático escolar en las distintas 
dimensiones, resultante de su análisis didáctico, 
constituye el contenido didáctico de un tema ma- 
temático. El proceso del análisis didáctico se sin- 
tetiza en la tabla 4.1, donde se indica un sistema 
de análisis para delimitar el contenido didácti- 
co de un tema de la matemática escolar, que 
abarca cuatro modalidades de análisis. 

Cada uno de esos análisis se organiza me- 
diante categorías propias, organizadores curri- 
culares, introducidos en el capítulo 3, cuyo de- 
sarrollo e implicaciones se analizan y examinan 
mediante unos componentes propios que ayu- 
dan a su estudio. 
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4. LA PROFESIÓN DE PROFESOR 
DE MATEMATICAS 


Al profesor, como agente central en el di- 
seño y puesta en práctica del currículo de ma- 
temáticas, no le basta con dominar los conte- 
nidos matemáticos de cada tema, curso o nivel 
del currículo. Como hemos reiterado, el pro- 
fesor de matemáticas es un profesional cuyo 
trabajo lo establecen los contenidos didácticos 
de cada tema escolar, precisando de conoci- 
mientos, capacidades y actitudes propias para 
abordar en toda su amplitud la complejidad 
de su trabajo. 


4.1. Debate sobre las competencias 
del profesor de matemáticas 


En multitud de ocasiones, diferentes cir- 
cunstancias y por distintos motivos, los exper- 
tos han reflexionado y debatido acerca de las 
competencias profesionales, didácticas y peda- 
gógicas que debe tener un profesor de matemá- 
ticas competente. Con diferente énfasis, en su 
mayoría coinciden en seis competencias: 


l. Competencia curricular: centrada en el 
análisis, evaluación e implementación 
de programas formativos y currículos 
existentes, así como en plantear otros 
nuevos. 

2. Competencia de enseñanza: consistente 
en diseñar, planificar, organizar, liderar 
y gestionar la enseñanza de las matemá- 
ticas. 

3. Competencia sobre aprendizaje: enfoca- 
da en descubrir, interpretar y analizar 
el aprendizaje y desarrollo del conoci- 
miento matemático por los escolares, 
junto con otras nociones, creencias y 
actitudes hacia las matemáticas. 
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4. Competencia sobre evaluación: encami- 
nada a identificar, evaluar y comunicar 
los logros de los escolares y el progreso 
de su competencia matemática. También 
incluye seleccionar, modificar, elaborar, 
analizar críticamente e implementar cri- 
terios e instrumentos de evaluación con 
propósitos formativos y sumativos. 

5. Competencia colaborativa: orientada a 
colaborar con colegas de matemáticas y 
de otras disciplinas, así como con per- 
sonas relacionadas con la enseñanza de 
las matemáticas y sus condicionantes, 
como padres o autoridades. 

6. Competencia para el desarrollo profesio- 
nal: para desarrollar la propia compe- 
tencia como profesor de matemáticas 
(meta-competencia); incluye partici- 
par y relacionarse con actividades de 
desarrollo profesional, tales como cursos 
formativos, proyectos o conferencias; 
reflexionar sobre la propia enseñanza y 
sus necesidades, y mantenerse actuali- 
zado acerca de nuevas tendencias en la 
investigación y en la práctica. 


Para la formación inicial de profesores de 
matemáticas, el contenido didáctico de la disci- 
plina es crucial en las cuatro primeras compe- 
tencias anteriores; las dos últimas necesitan la 
práctica docente para su desarrollo. 

Un planteamiento más sintético contempla 
tres funciones básicas con las que articular la 
discusión sobre las competencias del profesor 
de matemáticas: 


e Organizar el contenido matemático para 
enseñarlo. 

e Analizar e interpretar las producciones 
matemáticas de los alumnos. 

e Gestionar el contenido matemático en el 
aula. 
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Las sociedades de profesores de matemáti- 
cas y los formadores de profesores han deba- 
tido en España, reiteradamente, acerca del 
conocimiento necesario para el logro de la 
competencia profesional por parte del profesor 
novel de matemáticas, llegando a consensos 
que establecen las siguientes competencias bá- 
sicas para el profesor de matemáticas de Se- 
cundaria: 


1. El dominio de los contenidos matemá- 
ticos de Educación Secundaria desde 
una perspectiva matemática superior y 
su conocimiento como objetos de ense- 
ñanza-aprendizaje. 

2. La organización curricular y planifica- 
ción de esos contenidos matemáticos 
para su enseñanza. 

3. El análisis, interpretación y evaluación 
de los conocimientos matemáticos de 


4. La capacidad de gestión del contenido 
matemático en el aula. 


Se constata la importancia de la planifica- 
ción como parte de la competencia profesional 
y de la actividad docente del profesor de mate- 
máticas. 


Sintetiza en un cuadro las distintas 
aportaciones sobre las competencias profesiona- 
les del profesor de matemáticas y describe la 
contribución de los contenidos didácticos a cada 
una de esas competencias. 


4.2. Competencias profesionales 
en la Orden ECI 3858/2007 


En las directrices del título profesional de 
Master para profesor de Secundaria las necesi- 
dades formativas del profesor de matemática se 


los alumnos a través de sus actuaciones 
y producciones matemáticas. 


desglosan en las competencias profesionales 
que aparecen en la tabla 4.2. 


TABLA 4.2 


Competencias para los profesores en formación 


1. Conocer los contenidos curriculares de las materias relativas a la especialización docente correspondien- 
te, así como el cuerpo de conocimientos didácticos en torno a los procesos de enseñanza y aprendizaje 
respectivos. Para la formación profesional se incluirá el conocimiento de las respectivas profesiones. 

2. Planificar, desarrollar y evaluar el proceso de enseñanza y aprendizaje, potenciando procesos educa- 
tivos que faciliten la adquisición de las competencias propias de las respectivas enseñanzas, atendien- 
do al nivel y formación previa de los estudiantes así como a la orientación de los mismos, tanto indi- 
vidualmente como en colaboración con otros docentes y profesionales del centro. 

3. Buscar, obtener, procesar y comunicar información (oral, impresa, audiovisual, digital o multimedia), 
transformarla en conocimiento y aplicarla en los procesos de enseñanza y aprendizaje en las materias 
propias de la especialización cursada. 

4. Concretar el currículo que se vaya a implantar en un centro docente participando en la planificación 
colectiva del mismo; desarrollar y aplicar metodologías didácticas tanto grupales como personalizadas, 
adaptadas a la diversidad de los estudiantes. 

5. Diseñar y desarrollar espacios de aprendizaje, con especial atención a la equidad, la educación emo- 
cional y en valores, la igualdad de derechos y oportunidades entre hombres y mujeres, la formación 
ciudadana y el respeto de los derechos humanos que faciliten la vida en sociedad, la toma de decisio- 
nes y la construcción de un futuro sostenible. 
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TABLA 4.2 (continuación) 


10. 


11. 


Adquirir estrategias para estimular el esfuerzo del estudiante y promover su capacidad para apren- 
der por sí mismo y con otros, y desarrollar habilidades de pensamiento y de decisión que faciliten 
la autonomía, la confianza y la iniciativa personales. 

Conocer los procesos de interacción y comunicación en el aula, dominar destrezas y habilidades 
sociales necesarias para fomentar el aprendizaje y la convivencia en el aula, y abordar problemas de 
disciplina y resolución de conflictos. 

Diseñar y realizar actividades formales y no formales que contribuyan a hacer del centro un lugar 
de participación y cultura en el entorno donde esté ubicado; desarrollar las funciones de tutoría y 
de orientación de los estudiantes de manera colaborativa y coordinada; participar en la evaluación, 
investigación e innovación de los procesos de enseñanza y aprendizaje. 

Conocer la normativa y organización institucional del sistema educativo y los modelos de mejora 
de la calidad con aplicación a los centros de enseñanza. 

Conocer y analizar las características históricas de la profesión docente, su situación actual, pers- 
pectivas e interrelación con la realidad social de cada época. 

Informar y asesorar a las familias acerca del proceso de enseñanza y aprendizaje y sobre la orienta- 
ción personal, académica y profesional de sus hijos. 


Identifica con cuál o cuáles de las di- 
mensiones del análisis didáctico se relacionan las 
competencias para los profesores en formación 
enumeradas en la tabla 4.2. 


4.3. 


e Diseñar tareas y establecer secuencias de 
actividades. 

e Diseñar y aplicar criterios e instrumentos 
de evaluación. 


Para el logro de las competencias señaladas, 
el profesorado de matemáticas de Secundaria 
necesita un conocimiento especializado sobre 
matemáticas escolares. Interpretamos las ma- 
temáticas escolares de modo funcional, como 


Planificar como competencia 
profesional 


La planificación es una competencia profe- 
sional del profesor. Aprender a planificar es 
necesario para el profesor de matemáticas, por 
las dificultades inherentes al aprendizaje y en- 
señanza de la materia. 

La planificación, como competencia clave, 
demanda al profesor de matemáticas el de- 
sarrollo de capacidades específicas para: 


e Seleccionar y priorizar los significados de 
los conceptos matemáticos escolares me- 
diante un análisis de su contenido. 

e Establecer expectativas sobre el aprendiza- 
je y desarrollo cognitivo de los estudiantes. 
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un modo de hacer, cuya finalidad está en la 
alfabetización matemática de los escolares. En- 
tre los conocimientos necesarios para la forma- 
ción inicial, las directrices del título destacan: 


e Una visión fundada de las finalidades de 
la educación. 

e Las disciplinas que estructuran la educa- 
ción académicamente. 

e Los procesos de enseñanza y aprendizaje. 

e Los conocimientos prácticos de la diná- 
mica del aula y de su gestión. 

e Los roles y funciones de los agentes edu- 
cativos. 
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e Los modos en los que se puede llevar a Los contenidos didácticos como estructura, 
cabo el trabajo escolar. y el análisis didáctico como procedimiento, 

e La reflexión curricular. contribuyen al logro general de las competen- 

e La consideración de las matemáticas esco- cias profesionales del profesor de matemáticas, 
lares como objeto de enseñanza y apren- y de modo especial y necesario a la competen- 
dizaje. cia de planificación. 
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BLOQUE II 


Significados de los contenidos 
matemáticos escolares 


Análisis del contenido 


JOSÉ ANTONIO FERNÁNDEZ PLAZA 


INTRODUCCIÓN 


Comprender un concepto matemático consiste 
en interpretarlo y usarlo con significado. ¿Cuándo 
considera el profesor que un estudiante com- 
prende un concepto como el de límite? Una res- 
puesta afirmativa se da cuando el estudiante es 
capaz de aplicar los procedimientos de cálculo 
establecidos para obtener límites. Sin embargo, 
existen otras cuestiones de interpretación de la 
noción de límite que no dependen de procedi- 
mientos concretos de cálculo. Por ejemplo, ¿un 
límite puede ser rebasable?, ¿un límite es alcan- 
zable?, ¿el cálculo del límite está ligado a un 
proceso dinámico de aproximación? Estas y otras 
cuestiones muestran la complejidad en las inter- 
pretaciones del concepto de límite, cuya posesión 
no se puede afirmar por simple conocimiento de 
unas reglas. 

Como en la práctica totalidad de los conceptos 
matemáticos, sostenemos que el significado del 
concepto de límite no se resume en una lista de 
destrezas prácticas de cálculo ni tampoco se redu- 
ce a una simple definición. Más allá de las listas y 
definiciones, analizar los contenidos matemáticos 
escolares consiste en identificar y relacionar sus 
principales significados. Nuestra noción del signifi- 
cado de un concepto escolar sostiene que conocer 
un concepto matemático es conocer su definición, 
representarlo, mostrar sus operaciones, relaciones 
y propiedades y los modos de uso, interpretación 
y aplicación a la resolución de problemas (aparta- 
do 2.2, capítulo 4). 
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Establecer el significado de un concepto requiere 
contemplarlo como aquella totalidad de nociones 
básicas relacionadas que lo constituyen, junto con 
los símbolos, procedimientos y propiedades que los 
hacen operativos; también depende de sus sentidos 
y modos de uso. El significado de un concepto re- 
quiere, en primer lugar, delimitar una estructura, jun- 
to con unos criterios que establezcan la veracidad o 
falsedad de aquellas proposiciones en que dicho 
concepto aparece. Esta evaluación semántica se 
muestra en la relación con otros conceptos median- 
te procesos de razonamiento, cuyos valores lógicos 
de veracidad establecen la referencia o aspecto 
formal del concepto, necesaria para su significado. 

Al ocuparnos aquí de las matemáticas escolares 
nos centramos en la organización de la disciplina, 
que trabaja con las estructuras formales y los con- 
ceptos desde su funcionalidad cognitiva (apartado 
1.2, capítulo 4). Este nuevo capítulo inicia un blo- 
que de cuatro lecciones dedicadas a cada uno de 
los componentes del significado de los contenidos 
de las matemáticas escolares, cuyo análisis co- 
rresponde a la dimensión cultural-conceptual del 
currículo. En concreto, el bloque se ocupa de abor- 
dar dichos significados mediante tres organizado- 
res curriculares, descritos en el capítulo 3. En este 
capítulo comienza ese estudio mediante el examen 
de la estructura o estructuras conceptuales y de 
los contenidos que abarcan. Para su análisis con- 
sideramos las clasificaciones disciplinar y cognitiva 
de los contenidos, descritas en el capítulo 4. 
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1. CONTENIDO MATEMÁTICO 
ESCOLAR 


Por contenido matemático escolar se entien- 
de un conjunto de conceptos, procedimientos, 
estructuras y actitudes, procedentes de la tradi- 
ción académica, que los responsables del cu- 
rrículo seleccionan y organizan y los profesores 
comunican y enseñan, para que los escolares las 
aprendan y las utilicen con un tópico matemá- 
tico escolar determinado. 

El profesor encuentra los contenidos en los 
textos. Como se ha visto en el capítulo 3, tam- 
bién el profesor elige y diseña textos con los 
cuales presentar los contenidos a sus estudian- 
tes. La gran variedad de textos y documentos 
disponibles proponen diferentes perspectivas 
para la planificación de sus procesos de ense- 
ñanza, mostrando materiales y tareas que con- 
tribuyen al aprendizaje escolar de tópicos ma- 
temáticos concretos. El profesor tiene que 
escoger entre la variedad de ofertas disponibles 
en los textos, y para ello tiene que disponer de 
herramientas que le ayuden. Igualmente, para 
seleccionar los contenidos matemáticos escola- 
res, a los efectos de su enseñanza y para orga- 
nizar su aprendizaje, el profesor necesita herra- 
mientas de observación y análisis. 

Como vimos en el capítulo 3, son varias las 
dimensiones del currículo de matemáticas, cada 
una de las cuales dispone de un sistema propio 
de categorías y métodos para su análisis, llama- 
das organizadores. En el capítulo 4 identifica- 
mos distintas categorías basadas en diferentes 
criterios para clasificar los contenidos matemá- 
ticos escolares y analizar las estructuras que los 
sustentan. 

En este capítulo iniciamos el análisis de los 
contenidos matemáticos escolares. En primer 
término interesa destacar los aspectos estruc- 
turales de las matemáticas, en tanto que son 
objeto de enseñanza y de aprendizaje. Para ello 


retomamos las categorías establecidas para los 
contenidos matemáticos que trabajamos en el 
capítulo 4, mediante sus tipos y su organiza- 
ción. Esa clasificación muestra que las mate- 
máticas no están constituidas exclusivamente 
por rutinas o estructuras formales estáticas y 
aisladas, sino que entre ellas se establecen mul- 
titud de conexiones, sujetas a revisión, cambio 
y evolución, en los que actitudes y aspectos 
afectivos desempeñan un papel destacado, 
como muestra el desarrollo histórico de la dis- 
ciplina. 


1.1. Categorías de análisis 
para los contenidos matemáticos 
escolares 


El sistema elegido para llevar a cabo ese 
análisis considera tres campos y tres niveles de 
complejidad, de manera que consta de nueve 
categorías: hechos, destrezas y emociones; con- 
ceptos, razonamientos y normas; estructuras, 
estrategias y valores, como resume la tabla 5.1. 
El apartado 1.2 del capítulo 4 describe este sis- 
tema de clasificación que hemos llamado cog- 
nitivo. Las categorías que lo conforman pro- 
porcionan al profesor un instrumento para el 
análisis de los contenidos, con el cual lleva a 
cabo distintos tipos de tareas. En primer lugar, 
interpretar aquellos contenidos matemáticos 
escolares concretos que aparecen en el curricu- 
lo y en los manuales escolares. En segundo tér- 
mino, seleccionar los contenidos de las mate- 
máticas escolares con los que organizar los 
temas y diseñar las tareas con que llevar a cabo 
el aprendizaje de tales conceptos. Tercero, pro- 
porcionar una estructura formal en la que de- 
finiciones y proposiciones se evalúan semanti- 
camente, es decir, son verdaderas o falsas. 

Efectuar el análisis del contenido de un 
tema de las matemáticas escolares consistirá en 
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establecer con detalle sus descriptores y com- 
ponentes particulares, según cada una de las 
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categorías cognitivas mencionadas, establecidas 
por ámbitos y niveles. 


TABLA 5.1 


Sistema de categorías para el análisis de un contenido matemático escolar 


Organizadores para el análisis del contenido 


Ámbitos 


Conceptual 


Procedimental 


Actitudinal 


Primer nivel: unidades de información 


Hechos 


Destrezas 


Emociones 


Términos/notaciones 


Operaciones 


Seguridad 


Convenios 


Reglas 


Disciplina 


Resultados 


Algoritmos 


Dominio y autoestima 


egundo nivel: abstracción y generalizació 


Conceptos 


Razonamientos 


Moralidad y normas 


Extensión 


Inductivo 


Respeto y aplicación de reglas 


Comprensión 


Deductivo 


Corrección procedimientos 


Analogía 


Relacional 


Coherencia 


Tercer nivel: estructuración 


Estructuras conceptuales 


El trabajo comienza al recoger información, 
analizarla, identificarla y ubicarla en las corres- 
pondientes casillas de la tabla 5.1, para su sín- 
tesis posterior. 


Localiza un libro de matemáticas de 
primer o segundo curso de Educación Secunda- 
ria. Analiza un capítulo que trate el tema de las 
fracciones. Recoge en una tabla como la anterior 
los datos que hay en el libro, según los organiza- 
dores considerados. 


Este capítulo se centra en el análisis de los 
contenidos matemáticos escolares, guiado me- 
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Estrategias 


Valores éticos 


diante los organizadores mencionados, que va- 
mos a ejemplificar con algunos temas escogidos 
de las matemáticas escolares, a saber: Ecuación 
de segundo grado, Estimación y cálculo aproxi- 
mado y Teorema de Pitágoras. 

Los capítulos 6 y 7 complementan este aná- 
lisis con el estudio de los sistemas de represen- 
tación y los sentidos o modos de uso del tópico. 


1.2. Datos que se obtienen mediante las 
categorías de análisis 


Una vez fijado un tópico concreto, la técni- 
ca de análisis que vamos a seguir consistirá, en 


106 / Elementos de didáctica de la matemática para el profesor de Secundaria 


primer lugar, en realizar una enumeración de- 
tallada de los tres niveles de componentes que 
constituyen el ámbito conceptual de cada tema 
o contenido en estudio. Este análisis se inicia 
con la identificación de los hechos, seguida por 
los conceptos y finalizando con las estructuras. 
En segundo término reseñamos y enumeramos 
los componentes en los tres niveles del ámbito 
procedimental correspondiente, comenzando 
por las destrezas, seguidas por los razonamien- 
tos y finalizando con las estrategias. La re- 
flexión sobre el ámbito actitudinal la realizare- 
mos en el capítulo 20, por lo cual aplazamos su 
estudio en este primer análisis. 

Ejemplificamos cada una de estas catego- 
rías con tres temas: Ecuación de segundo grado, 
Estimación y cálculo aproximado y Teorema de 
Pitágoras. Los tres ejemplos corresponden a 
temas que se presentan en el currículo de ma- 
temática para Educación Secundaria. El Teo- 
rema de Pitágoras se encuentra en el primer 
ciclo de Secundaria Obligatoria (1.* y 2.° de 
ESO); el tema Ecuación de 2.” Grado se en- 
cuentra en los programas del segundo ciclo de 
Secundaria Obligatoria (3. y 4. de ESO), 
mientras que el tema Estimación y cálculo 
aproximado está en los programas de todos los 
cursos de la ESO y Bachillerato. El lector pue- 
de encontrar un ejemplo detallado del método 
que aquí introducimos en el trabajo «Planifi- 
cación de las matemáticas escolares en Secun- 
daria. El caso de los números naturales» (Re- 
vista Suma, núm. 58, pp. 7-23). 


2. CAMPO CONCEPTUAL 


Los conceptos son las ideas con las que pen- 
samos; relacionan y organizan hechos. Pode- 
mos pensarlos como redes estructuradas de he- 


chos, que, a su vez, se relacionan y organizan 
para dar lugar a estructuras conceptuales. Por 
ello establecemos tres niveles en este ámbito 
conceptual. 


2.1. Identificación de hechos 


El estudio de los hechos o unidades de in- 
formación constituye un primer nivel básico 
para analizar el ámbito conceptual de un con- 
tenido matemático determinado. El estudio de 
los hechos se hace mediante cuatro categorías 
de análisis, que consisten en los términos, nota- 
ciones, convenios y resultados, relacionados con 
el tema considerado. Los términos son los vo- 
cablos o palabras que se emplean para denomi- 
nar los objetos, nociones, relaciones y operacio- 
nes de un tema matemático. Las notaciones 
constituyen los símbolos mediante los cuales 
hacemos presentes los conceptos del tema y ex- 
presamos sus propiedades, relaciones y opera- 
ciones. Los convenios son acuerdos de uso fre- 
cuente, explícitos o tácitos; por ejemplo, «la 
expresión 2x se lee «dos equis» y no «dos por 
equis»; «el símbolo de multiplicar x se omite 
para evitar confusión con la incógnita x». Fi- 
nalmente, los resultados son aquellas inferen- 
cias básicas que se derivan de los hechos con- 
ceptuales anteriores. 


Localiza hechos para cada uno de los 
temas considerados en un libro de texto de ma- 
temáticas. Compara esos datos con los de la ta- 
bla 5.2. Comenta las diferencias. 


La tabla 5.2 recoge algunos hechos o datos 
básicos de los temas escogidos como ejemplos. 
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TABLA 5.2 


Análisis del contenido / 107 


Ejemplos de hechos para tres temas de Secundaria 


Ecuación de segundo grado 


Estimación y cálculo aproximado 


Teorema de Pitágoras 


Términos 


Ecuación. 

Incógnita. 

Coeficientes. 

Término independiente. 
Solución o raiz. 
Factorización. 


Parte entera/decimal. 

Valor exacto/aproximado. 

Error absoluto/relativo. 

Cota de error. 

Aproximación por exceso/defecto. 
Orden de una aproximación. 


Triángulo rectángulo 

Catetos, hipotenusa. 

Altura. 

Proyección de los catetos sobre la 
hipotenusa. 

Ternas pitagóricas. 

Ternas pitagoricas primitivas. 


Notaciones 


ax +bx+c=0 
a, b, coeficientes/c término inde- 
pendiente x, incógnita. 


æ y a (signos del valor exacto y 
valor aproximado, respectiva- 
mente). 

e (cota de error absoluto). 

E(a) parte entera de o. 
Notación científica. 


A, B, C (vértices del triángulo). 
a, b (catetos), c (hipotenusa). 
č =a + b? (Igualdad métrica). 


Convenios 


La expresión «ax? + bx + c» se lee 
«a equis cuadrado más b equis 
más ©». 

Cuando las raíces coinciden, su 
valor se llama raiz doble. 


Reglas de redondeo y trunca- 
miento. 


El triángulo rectángulo se dibuja 
apoyado sobre la hipotenusa 
para mejorar la visualización de 
los teoremas del cateto y de la al- 
tura. 


Resultados 


Toda ecuación de segundo grado 
tiene dos raíces. 

Si a y £ son soluciones de la ecua- 
ción ax? + bx + c = 0, entonces el 
polinomio se expresará de mane- 
ra factorizada como 


a(x — a)(x — p) 
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Los ceros a la derecha en una 
aproximación tienen sentido (ex- 
presan cifras exactas). 

El orden de aproximación de a 
con respecto a a lo da el orden 
decimal de la última cifra exacta. 
El método de bisección es con- 
vergente. 


El teorema de Pitágoras caracte- 
riza un triángulo rectángulo. 

En un triángulo rectángulo su al- 
tura (A) es cuarta proporcional 
entre los catetos (a y b) y la hipo- 
tenusa (c): 


h=ax ble 


(A x, A y, A Z) es una terna pita- 
górica para toda terna (x, y, z) 
que sea pitagórica y 4 natural. 
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2.2. Identificación de conceptos 


En un segundo nivel de complejidad, carac- 
terizado por la abstracción y generalización de 
los conceptos y por las relaciones entre ellos, se 
encuentran los conceptos y relaciones. Los con- 
ceptos vienen dados por extensión («uno es un 
número natural», «0,5 no es un número natural», 
la lista de los números naturales son «1, 2, 3...») 
o por comprensión («El conjunto de los números 


naturales es el menor conjunto inductivo»). 
Todo concepto establece una clase o conjunto de 
objetos. Las relaciones se establecen entre con- 
ceptos, o los objetos mismos, dando lugar a re- 
laciones n-arias que, por sencillez, en Secundaria 
se limitan a las relaciones binarias. Son destaca- 
bles las relaciones de orden (ejemplos, relación 
de divisibilidad y de menor o igual) y las de equi- 
valencia (la igualdad numérica, equivalencia de 
fracciones, medidas y ecuaciones). 


TABLA 5.3 


Ejemplos de conceptos y relaciones para tres temas de Secundaria 


Ecuación de segundo grado 


Estimación y cálculo aproximado 


Teorema de Pitágoras 


Conceptos 


Ecuación de segundo grado. 
Solución de una ecuación de 
segundo grado. 


Magnitud. 

Cantidad de una magnitud. 
Unidad de medida. 

Sistema decimal de numeración. 
Cantidades conmensurables e 
inconmensurables. 


Ángulo recto. Clasificación de 
triángulos. Triángulo rectángulo. 
Catetos, hipotenusa. 

Altura. 

Proyección de los catetos sobre 
la hipotenusa. 

Ternas pitagóricas. Ternas pi- 
tagóricas primitivas. 


Relaciones 


Equivalencia de Ecuaciones. 
Relación entre el discriminante 
de la ecuación y el número de 
soluciones. 


Elige dos libros de Secundaria que tra- 2.3. 


Medida de una cantidad. 
Aproximación. 

Orden de una aproximación. 
Cifras exactas de una aproxi- 
mación. 

Error absoluto y relativo. 


ten el teorema de Pitágoras. Identifica los hechos 


Semejanza de triángulos. Teo- 
remas del cateto y de la altura. 
Relaciones métricas entre la- 
dos de un triángulo. Teorema 
de Pitágoras. 

Reformulación geométrica del 
teorema de Pitágoras. Relación 
entre las áreas de los cuadra- 
dos apoyados en los catetos y 
el cuadrado apoyado en la hi- 
potenusa. 


Identificación de estructuras 


y conceptos que en ellos aparecen. Compara el 
tratamiento de este tema en los dos libros según 
los datos identificados. 


En un tercer nivel de complejidad se en- 
cuentran las estructuras matemáticas, que sur- 
gen de la consideración de diversos concep- 
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tos, transformaciones y relaciones entre ellos 
y de las operaciones y propiedades que los 
vinculan, que, eventualmente, pueden dar lu- 
gar a conceptos más complejos, de «orden 
superior». Ejemplos clásicos de estructuras 
son las operatorias (aditiva y multiplicativa en 
los conjuntos numéricos), de retículo ordena- 
do (retículo de los divisores de un número) y 
la de espacio métrico, cuya función distancia 
clásica se define mediante el teorema de Pitá- 
goras. 

Por otro lado, la medida de longitudes de 
curvas, aunque es un concepto, puede conside- 
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rarse como una estructura más compleja de 
magnitud, porque involucra el teorema de Pi- 
tágoras y los conceptos de derivada e integral. 

Finalmente, reformulando del teorema de 
Pitágoras y considerando otras formas, se pue- 
den sustituir los clásicos cuadrados por figuras 
semejantes construidas sobre los lados de un 
triángulo rectángulo; el teorema de Pitágoras 
funciona así como estructura que permite des- 
componer una superficie en suma de otras dos 
superficies semejantes. 

En la tabla 5.4 se describen las estructuras 
más relevantes de los temas de ejemplo. 


TABLA 5.4 


Ejemplos de identificación de estructuras para tres temas de Secundaria 


Ecuación de segundo grado 


Estimación y cálculo aproximado 


Teorema de Pitágoras 


Estructuras 


e Anillo de polinomios con coe- | « (R, +, x, <) Cuerpo ordenado 
ficientes reales en una indeter- y arquimediano. 


minada (R[X], +, x) e (IR, |.) Espacio normado unidi- 


mensional. 


Continuando con los textos de Secun- 
daria elegidos, identifica los hechos, conceptos y 
estructuras conceptuales que en ellos aparecen. 
Compara el tratamiento que tienen la estimación 
y el cálculo aproximado en los dos libros según 
esos datos. 


INAH Resume en una tabla aquellos hechos, 
conceptos y estructuras que consideres debe co- 
nocer un alumno de Secundaria sobre fracciones. 


3. CAMPO PROCEDIMENTAL 


El campo procedimental considera las ope- 
raciones, propiedades y métodos matemáticos, 
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° (R, |.|, <,) Orden de aproxima- 
ción respecto de a. 


e Distancia euclidea/clasica. 

e Longitud de una curva descri- 
ta por una función sobre un in- 
tervalo. 

e Relación entre las áreas de figu- 
ras semejantes construidas so- 
bre los lados de un triángulo 
rectángulo. 


sus modos de procesamiento y el conocimien- 
to que sustentan. En el campo procedimental 
se diferencian, igualmente, tres niveles, según 
la complejidad del contenido considerado. Di- 
chos niveles son las destrezas, que procesan 
hechos, los razonamientos, que procesan con- 
ceptos, y las estrategias, que procesan estruc- 
turas. 


3.1. Identificación de destrezas 


Las destrezas consisten en el procesamiento 
secuenciado de contenidos básicos, mediante el 
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uso de convenios y manipulación de las no- 
taciones correspondientes. En la tabla 5.5 se 


ejemplifican destrezas para cada uno de los te- 
mas que sirven como ejemplo. 


TABLA 5.5 


Ejemplos de identificación de destrezas para tres temas de Secundaria 


Ecuación de segundo grado 


Estimación y cálculo aproximado 


Teorema de Pitágoras 


Destrezas 


e Aplicación de la fórmula de re- 
solución inmediata de la ecua- 
ción. 

e Factorización del polinomio 
dadas sus dos raices. 


Determinar el orden de aproxi- 
mación de una cantidad res- 
pecto de otra. 

Redondeo y truncamiento. 
Acotar error absoluto y relativo. 
Clasificar aproximaciones por 


e Cálculo de ternas pitagóricas 
por tanteo. 

e Cálculo de elementos desco- 
nocidos de un triángulo rec- 
tángulo. 


Compara los datos de la tabla 5.5 con 
los que encuentres en un libro de texto de mate- 
máticas para cada uno de los temas considera- 
dos. Comenta las diferencias. 


3.2. Identificación de razonamientos 


Los razonamientos involucran el procesa- 
miento de relaciones e inferencias lógicas entre 
conceptos. Consideramos cuatro tipos funda- 
mentales de razonamiento: lógico-deductivo, in- 
ductivo, analógico y figurativo. Ejemplificamos 
estos tipos de razonamiento en la tabla 5.6 para 
cada uno de los temas. 


Elige dos libros de Secundaria que tra- 
ten el teorema de Pitágoras. Identifica las destre- 
zas y razonamientos que en ellos aparecen. 
Compara el tratamiento de este tema en los dos 
libros según los datos identificados. 


3.3. Identificación de estrategias 


Las estrategias involucran el procesamiento 
de conceptos y la conexión de razonamientos, 


exceso y defecto. 


vinculados con una o varias estructuras, para 
responder a una cuestión o problema. Ejempli- 
ficamos las estrategias más destacadas en la ta- 
bla 5.7. 


Continuando con los mismos textos de 
Secundaria, identifica las destrezas, razonamien- 
tos y estrategias que sobre estimación y cálculo 
aproximado aparecen. Compara el tratamiento que 
tiene el ámbito procedimental en los dos libros. 


INSI. Resume en una tabla las destrezas, ra- 
zonamientos y estrategias que consideras debe 
conocer un alumno de Secundaria en relación 
con las fracciones. 


4. ELECCIÓN DE FOCOS 
CONCEPTUALES 


La información que proporcionan los lista- 
dos de componentes conceptuales y procedi- 
mentales muestra la riqueza de cada tópico ma- 
temático escolar, pero sólo es un primer paso. 
Debido a la complejidad de relaciones que se 
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TABLA 5.6 
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Ejemplos de identificación de razonamientos para tres temas de Secundaria 


Ecuación de segundo grado 


Estimación y cálculo aproximado 


Teorema de Pitágoras 


Razonamientos 


Deductivo: deducir la fórmula 
de resolución de la ecuación. 

Inductivo: resolución numéri- 
ca de ecuaciones de segundo 


grado. 

Analógico: resolución de la 
ecuación bicuadrática median- 
te cambio de variable (z = x’). 
Figurativo: esbozar la grafica 
de una función cuadrática a 
partir de sus raíces reales o la 
no existencia de las mismas. 


e Deducir cotas de error absolu- 
to y relativo en métodos itera- 
tivos. 

e Analógico: identificar opera- 
ciones a las que aplicar una 
misma regla de estimación. 


TABLA 5.7 


* Deductivo: demostrar el teore- 
ma de Pitágoras a partir del 
teorema del cateto. 

e Inductivo/figurativo: obtener 
patrones geométricos por apli- 
cacion recursiva del teorema de 
Pitagoras. 


Ejemplos de identificación de estrategias para tres temas de Secundaria 


Ecuación de segundo grado 


Estimación y cálculo aproximado 


Teorema de Pitágoras 


Estrategias 


e Aplicación de identidades 
notables. 
Resolución geométrica de 
ecuaciones de la forma x? = 
= ab, equivalente a la cons- 


trucción del segmento me- 
dia proporcional de los seg- 
mentos a y b. 

Resolución geométrica de 
ecuaciones de la forma 


x? + ax — a’ = 0; equivalen- 
temente, a/x = x/(a — x). Di- 
vision de un segmento en 


media y extrema razon. 


CALCULO APROXIMADO: 


e Reformulación. 

e Traslación. 

e Compensación en datos y en 
resultado. 


ESTIMACIÓN EN MEDIDA: 


e Identificar elementos cotidia- 
nos como referentes de canti- 
dades de magnitudes básicas. 

e Comparación. 

e Por descomposición/recompo- 
sición. 


+ Duplicación del área de un cua- 
drado. 

e Cuadratura de un rectángulo o 
triángulo. 

e Cálculo de la longitud de un 
curva definida por la gráfica de 
Ax) en el intervalo [a, b]. 


rece necesario controlar la heterogeneidad, 
agrupar los componentes conceptuales y pro- 
cedimentales y detectar las ideas centrales que 


establecen entre contenidos de diferente tipo, 
un listado detallado de ellos puede resultar ex- 
cesivo pero, sin embargo, no ser suficiente. Pa- 
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destacan en cada tópico para lograr ideas pre- 
cisas con las que organizar unos contenidos 
matemáticos determinados. A estas ideas, que 
sintetizan y compendian los contenidos las de- 
nominamos focos conceptuales. Mostramos la 
elección de los focos conceptuales para cada 
uno de los temas escogidos como ejemplos. 

Los contenidos correspondientes al tema 
Ecuación de segundo grado los organizamos se- 
gún tres focos conceptuales. Describimos di- 
chos focos como sigue: 


e Estructura y resolución de ecuaciones cua- 
dráticas. Involucra el conocimiento de los 
términos de una ecuación de segundo gra- 
do y las destrezas de resolución. 

e Factorización de una función cuadrática. 
Involucra el uso de la notación factorial 
para expresar una función cuadrática a 
partir de sus raíces. 

e Problemas geométricos que modela una 
ecuación cuadrática. Comprende la toma 
en consideración de problemas geométri- 
cos susceptibles de ser modelados me- 
diante una ecuación cuadrática, entre 
ellos el trazado del segmento media pro- 
porcional de dos segmentos de longitud a 
y b (solución positiva de la ecuación x” = 
ab), y la división de un segmento de lon- 
gitud a en media y extrema razón [solu- 
ción de la ecuación x? + ax — a?=0; equi- 
valentemente, a/x = x/(a — x)]. 


Identifica en un libro de texto tareas y 
problemas que correspondan a cada uno de los 
tres focos conceptuales descritos para la ecua- 
ción de segundo grado. 


Consideramos que los contenidos corres- 
pondientes para el tema Estimación y cálculo 


aproximado se pueden organizar en torno a los 
siguientes focos conceptuales: 


e Nociones básicas relacionadas con la esti- 
mación. Abarca el conocimiento de las 
nociones centrales de un problema de es- 
timación: valor real y valor aproximado; 
error absoluto y relativo; orden de una 
aproximación; aproximación por exceso y 
por defecto; notación científica; redondeo 
y truncamiento. 

e Estrategias de estimación en medida. 
Abarca el conocimiento de estrategias 
para abordar problemas de estimación en 
medida, tales como el uso de referentes 
cotidianos para estimar, mediante compa- 
ración o descomposición/recomposición, 
cantidades de magnitudes básicas (longi- 
tud, tiempo y masa) y controlar el error 
absoluto cometido. 

° Estrategias de estimación en cálculo. Abarca 
el conocimiento de estrategias para abordar 
problemas de estimación en cálculo, tales 
como reformulación, traslación, compen- 
sación en datos y en resultado. 


Identifica en un libro de texto tareas y 
problemas que correspondan a cada uno de los 
tres focos conceptuales descritos para estima- 
ción y el cálculo aproximado. 


Los focos conceptuales que consideramos 
para organizar los contenidos del Teorema de 
Pitágoras son los siguientes: 


e Caracterización de triángulos rectángulos. 
El teorema de Pitágoras caracteriza un 
triángulo rectángulo, es decir, dadas cua- 
lesquiera longitudes a, b y c, que cumplan 
la igualdad c? = a? + b’, el triángulo de 
lados a, b y c es rectángulo. 
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e Problemas geométricos: duplicación del 
cuadrado, cuadratura de un rectángulo, dis- 
tancias y longitudes de curvas. El teorema 
de Pitágoras tiene una aplicación inme- 
diata a la duplicación de un cuadrado, 
cuyo lado es la diagonal del mismo. Tam- 
bién da respuesta al problema de cuadra- 
tura de un rectángulo cuyo lado es la me- 
dia proporcional de los lados (que se 
obtiene como la altura del triángulo rec- 
tángulo, que tiene como proyecciones de 
los catetos sobre la hipotenusa los dos 
lados yuxtapuestos). El teorema de Pitá- 
goras permite definir una distancia entre 
puntos del plano y del espacio denomina- 
da distancia euclidea. 

e Generalizaciones del teorema de Pitágoras. 
El teorema de Pitágoras no sólo expresa 
la relación entre el área de los cuadrados 
construidos sobre los lados de un trián- 
gulo rectángulo, sino también la relación 
entre el área de «figuras semejantes» 
construidas sobre los lados de un triángu- 
lo rectángulo, en particular polígonos re- 
gulares o semicírculos. 


Otros focos conceptuales vinculados con el 
Teorema de Pitágoras pero que no están en el 
currículo de Secundaria, aunque sí tienen inte- 
rés en tareas de ampliación, son: 


e Ternas pitagóricas. El trabajo con ternas 
pitagóricas permite derivar resultados de 
paridad, es decir, las ternas pitagóricas 
presentan todas las longitudes pares, o 
dos longitudes impares y una par. Existe 
un teorema de caracterización de ternas 
pitagóricas primitivas. Toda terna pitagó- 
rica es múltiplo de una terna pitagórica 
primitiva. 

e Patrones geométricos relacionados con el 
teorema de Pitágoras. Existen construc- 
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ciones geométricas que se basan en el uso 
recursivo del teorema de Pitágoras. Una 
de ellas se denomina espiral de Pitágoras 
(permite construir los segmentos de lon- 
gitud raíz cuadrada de un número natu- 
ral). La segunda se denomina árbol de 
Pitágoras [A partir del cuadrado unidad 
se generan los triángulos rectángulos isós- 
celes con hipotenusa igual al lado, cuyos 
lados darán lugar a nuevos cuadrados, re- 
iterando el proceso. El patrón de áreas de 
cuadrados va decreciendo a cero en pro- 
gresión geométrica de razón 1/2 y el pa- 
trón de longitudes de los lados iguales de 
los triángulos isósceles decrece a 0 en ra- 
zon 1/42]. 


Identifica en un libro de texto tareas y 
problemas que correspondan a cada uno de los 
focos conceptuales considerados para el teorema 
de Pitágoras. 


5. MAPAS CONCEPTUALES 


Con el análisis realizado, la información dis- 
ponible sobre un contenido se multiplica expo- 
nencialmente. Controlar la información genera- 
da implica que hay que resumirla y extractarla, 
para lo cual hay que iniciar un proceso de sin- 
tesis. En una primera fase se transita desde un 
listado a varios listados paralelos, mediante la 
elección de focos de conceptos prioritarios. Cada 
uno de los focos conceptuales escogidos requie- 
re una elección de conceptos y procedimientos 
que respondan a una idea central común. A su 
vez, conviene encontrar y destacar las relaciones 
entre los contenidos de un mismo foco concep- 
tual y entre distintos focos conceptuales. 

Un mapa conceptual es una herramienta que 
compendia e integra los conocimientos acerca 
de un determinado contenido y sus relaciones. 
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Un mapa conceptual muestra una síntesis de la cajas o nodos correspondientes. Expre- 

estructura conceptual de un tópico determinado. san relaciones entre los conceptos y pro- 

Los mapas conceptuales emplean dos tipos cedimientos, o bien desglosan conceptos 

de notaciones: en hechos y las estructuras en conceptos; 

o, a su vez, los razonamientos en destre- 

e Cajas o nodos, donde se incluyen los tér- zas y las estrategias en destrezas y razo- 
minos que expresan los conceptos o pro- namientos. 

cedimientos principales del tema. 
e Conectores, que se denotan mediante li- La figura 5.1 muestra un ejemplo de mapa 


neas (con o sin etiqueta) que enlazan las conceptual del tema Ecuación de segundo grado. 


Ecuaciones relacionadas con conceptos 
geométricos: 


x? = ax b (media proporcional de los segmentos 
de longitudes a y b) 


Ecuación de segundo grado 


x? + ax — a? = 0 (división de un segmento de 
longitud a en media y extrema razon) 


Forma completa: Formas incompletas: 
ax? +bx+c=0 ax? +bx=0 
ax? +c =0 (c y a signo opuesto) 


0) 


yA 


Discriminante de la ecuación: Características de la función cuadrática: 


b? — 4ac > 0 (existen dos soluciones b? — 4ac > 0 (corta al eje X en dos puntos 
diferentes) diferentes) 


b? — 4ac = 0 (existe solución doble) b?—4ac=0 (corta al eje X en un único punto) 


b? — 4ac < 0 (no existe solución) b? — 4ac < 0 (no corta al eje X) 


Formula de Bhaskara. Factor común «x». 
Identidades notables (de la suma Extracción de raíz cuadrada 
y de la diferencia) o suma por diferencia. 
Raíz doble «0» 


Factorizaciones: 


a(x — Xp)? (raíz doble) 


AX = X9)(x x,) (dos raíces diferentes) 


Figura 5.1.—Mapa conceptual del tema Ecuación de segundo grado. 
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G= kF Desarrolla, modifica o reorganiza la 
información recogida en la figura 5.1. 


Es habitual que se establezca una jerarquía 
de nociones dentro de un tema, la cual se pue- 
de esquematizar mediante un mapa conceptual 
ramificado, partiendo de los conceptos princi- 
pales y detallando hasta los hechos o destrezas 
básicos. 

Los mapas conceptuales resumen las estruc- 
turas de los contenidos matemáticos escolares. 
Un mapa conceptual es una herramienta para 
mostrar una estructura conceptual. Un mapa 
conceptual, que procede del análisis de un con- 
tenido, expresa su estructura, ya que: 


1. Presenta los conceptos principales de 
ese contenido y las nociones básicas 
asociadas. 

2. Establece una jerarquía de nociones 
dentro de cada contenido, que se mues- 
tra por su ordenación dentro de una 
lista secuenciada. 

3. Conecta las componentes de las distin- 
tas listas; las relaciones y conexiones se 
indican mediante segmentos o posicio- 
nes coordinadas, que a veces se identi- 
fican mediante etiquetas. 

4. Compendia y sintetiza los listados en 
un grafo con nodos y conexiones; los 
nodos con mayor número de conexiones 
son conceptos principales. 

5. El grafo admite distintos recorridos; 
cada recorrido muestra un modo de se- 
cuenciar coherentemente varios con- 
ceptos centrales para una estructura 
conceptual determinada. 

6. El mapa conceptual es, fundamental- 
mente, un esquema para entender e in- 
terpretar una estructura conceptual de- 
terminada. 
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7. El mapa conceptual es simplemente una 
herramienta; no reemplaza a una es- 
tructura. 


La figura 5.2 muestra una síntesis de la es- 
tructura conceptual del tema Estimación y 
cálculo aproximado, según el análisis llevado a 
cabo anteriormente. 


GEA Desarrolla, modifica o reorganiza la 
información recogida en la figura 5.2. 


La figura 5.3 muestra un mapa conceptual 
para el tema Teorema de Pitágoras. 


WAsi=\ Desarrolla, modifica o reorganiza la 
información recogida en la figura 5.3. 


6. CONSIDERACIONES PRÁCTICAS 
PARA CONSTRUIR EL MAPA 
CONCEPTUAL DE UN CONTENIDO 


No hay una técnica general para elaborar el 
mapa conceptual de un contenido, dada su es- 
pecificidad; no obstante, proponemos las si- 
guientes recomendaciones: 


e Identificar y expresar, en primer lugar, los 
conceptos del tema en estudio. 

e Insertar conectores (con o sin etiqueta) 
entre los conceptos para expresar las re- 
laciones detectadas entre los mismos. 

e Concretar si las relaciones involucran pro- 
cedimientos. Por ejemplo, el procedimien- 
to de sumar fracciones con diferente de- 
nominador involucra la obtención de 
fracciones equivalentes de común denomi- 
nador, lo cual establece una relación entre 
el concepto de suma y la equivalencia de 
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Imposibilidad de cálculo 
exacto 


Limitaciones humanas 
y carencia de medios 


Estimación Necesidad de estimación 


Estimación Estimación 


en cálculo en medida Unidad 


Cantidad 
de magnitud 


Reformulación Comparación Magnitud 


Traslación Descomposición/ 
recomposición 


Compensación | Continua | Discreta 


Valor Cifras 


: \ Valor exacto E Raat! 
Truncamiento aproximado significativas 


Aprox. 
por defecto 


Redondeo Error Error Cifras 
relativo absoluto exactas 
Aprox. 
por exceso Cota de error 


Figura 5.2.—Mapa conceptual de la estructura del tema Estimación y cálculo aproximado. 


Teorema de Pitágoras ampliado a relación 
entre áreas de figuras semejantes 


Triángulo rectángulo 


Cuadratura de triángulos Cuadratura de cualquier 
y rectángulos polígono 


Teorema del cateto Teorema de la altura 


Teorema Caracterización de un triángulo 
de Pitágoras rectángulo 


Longitudes de curvas 


Ternas pitagóricas 
(ternas pitagóricas 


primitivas) . Métrica: Duplicación de un cuadrado 
e Distancia euclidea. 


Patrones geométricos: 
* Segmentos raices de los números 
naturales (espiral). 
+ Árbol de Pitágoras. 


Figura 5.3.—Mapa de la estructura conceptual del Teorema de Pitágoras. 
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fracciones. Hay otras relaciones entre con- 
ceptos no ligadas a procedimientos; por 
ejemplo, el concepto de «Paralelogramo» 
se relaciona mediante inclusión con el 
concepto de «Rombo», que a su vez se re- 
laciona de forma análoga con el concepto 
de «Cuadrado». 

e Desglosar cada concepto mediante conec- 
tores en hechos asociados y expresar sus 
relaciones, particularizando en destrezas 
asociadas o relaciones de otra índole. 


6.1. Mapas parciales por focos de 
contenidos o estructuras 
matemáticas 


Los mapas secundarios, o parciales, permi- 
ten resumir un análisis complejo de un conte- 
nido en un número reducido de componentes. 
Cada mapa parcial centrará la atención en cada 
uno de los focos de contenido identificados, si- 
guiendo las recomendaciones del apartado 3. 
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La construcción de mapas parciales permite 
ampliar y profundizar las conexiones que un 
mapa conceptual general no logra mostrar por 
limitaciones diversas. Por ejemplo, en relación 
al teorema de Pitágoras, la figura 5.4 muestra 
un mapa parcial para el foco de contenido 
«Problemas geométricos relacionados con el 
uso del teorema de Pitágoras». 


Localiza en un libro de texto un tema 
cuyo desarrollo abarque dos o tres focos de con- 
tenidos diferentes. Elabora un mapa parcial pro- 
pio para cada uno de esos focos. Conecta los 
distintos mapas parciales en uno general único y 
justifica las conexiones. 


6.2. Mapa global integrado 
sobre un contenido matemático 
escolar 


El mapa conceptual integrado se entenderá 
como aquel que consta de los focos de conteni- 


Problemas geométricos 


Métrica euclídea 


Duplicación 
de un cuadrado 


Espiral y árbol 
de Pitágoras 


Mediante el uso 
de la integral y derivada 


Mediante el uso 
recursivo del teorema 
de Pitágoras 


Mediante el uso 
recursivo del teorema 
de Pitágoras 


Longitud de una curva 


Homotecia de razón 
raíz de un número natural «e 
del cuadrado 


Progresiones geométricas 


derazont =i = 
z” 2 


Figura 5.4.—Mapa parcial de un foco de contenido relacionado con Teorema de Pitágoras. 
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do o estructuras como nodos, resaltando úni- 
camente aquellos conceptos y elementos de los 
mapas parciales asociados a cada foco, que son 
nexo entre los diversos focos o estructuras. Un 
ejemplo de mapa conceptual integrado se pue- 
de observar en el trabajo «Planificación de las 
matemáticas escolares en Secundaria. El caso 
de los números naturales» (Revista Suma, núm. 
58, pp. 7-23) (p. 14). 


Identifica en la Revista Suma, 58, en el 
mapa conceptual integrado del tema Sistema de 
los números naturales, los distintos focos conside- 
rados. Interpreta y justifica cómo se logra la síntesis 
de los diversos mapas conceptuales considerados. 


de la ESO. Elabora un mapa conceptual que mues- 
tre el tratamiento que se hace en ese texto del tema 
de fracciones. Identifica los focos conceptuales del 
tema y los mapas parciales correspondientes. 
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Sistemas de representación 


JOSE LUIS LUPIANEZ GOMEZ 


INTRODUCCION 


Imagina que estas en clase de matematicas y 
le pides a uno de tus alumnos que salga a la piza- 
rra a escribir el número «cinco y medio» y el esco- 
lar dibuja esto: 


Este ejemplo, que está recogido en los «Princi- 
pios y Estándares» del NCTM, surgió al pedirle a 
un estudiante de Educación Primaria que escribie- 
ra su edad en la pizarra. Ese dibujo constituye una 
representación de su edad. De esa representación, 
el profesor puede inferir el modo que tiene un es- 
colar de interpretar y expresar partes de la unidad 
y puede dar pie a plantear cuestiones de interés 
para el aprendizaje: ¿Cómo escribirías tu edad con 
ese método dentro de un mes? ¿Y dentro de tres? 
¿Cómo podríamos escribir tu edad de otra manera? 

A lo largo de la historia de las matemáticas se 
aprecia la importancia radical que en su avance 
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han tenido determinadas representaciones, como 
fue el caso de la invención por Leibniz de la nota- 
ción del cálculo diferencial. Igualmente, para el 
aprendizaje escolar la forma de representar las 
nociones matemáticas desempeña un papel cru- 
cial refrendado por la práctica y la investigación. 
Los estudios sobre la representación matemática 
han conducido a la inclusión explícita en los pro- 
gramas curriculares de recomendaciones metodo- 
lógicas centradas en el aprendizaje y uso de dife- 
rentes formas de representación. Así, tanto en esos 
programas como en proyectos de evaluación edu- 
cativa, como PISA, se reconoce de manera par- 
ticular la competencia «representar» como una ex- 
pectativa de aprendizaje compleja que deberían 
alcanzar todos los escolares. 

Estos argumentos llevan a considerar los siste- 
mas de representación como un organizador clave 
para el análisis didáctico, ubicado en el análisis de 
contenido, ya que permiten profundizar en el sig- 
nificado de las nociones matemáticas escolares. 


IMA Localiza en el currículo de Educación 
Secundaria alguna referencia a la habilidad de 
representar en el área de matemáticas. Descri- 
be cómo se presenta y qué señala. Busca tam- 
bién el significado de la competencia «Repre- 
sentar» en el marco teórico del proyecto PISA 
2012 y analiza cómo se relaciona con lo que 
señala el currículo. 
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1. REPRESENTACIONES Y SISTEMAS 
DE REPRESENTACIÓN 


Dentro del campo de la filosofía del conoci- 
miento, la noción de representación constituye 
un concepto clave que establece una relación en- 
tre el sujeto y el objeto. Esta relación, de hecho, 
constituye un objeto de estudio relevante en 
aquellas disciplinas que abordan indagaciones 
sobre el conocimiento humano y sus procesos de 
comprensión. En el ámbito de las matemáticas, 
constituyen representaciones aquellas notacio- 
nes simbólicas o gráficas, o bien expresiones ver- 
bales, mediante las que se hacen presentes y se 
nombran los conceptos y procedimientos en esta 
disciplina, asi como sus características, propie- 
dades y relaciones más relevantes. 

Un ejemplo muy evidente lo constituyen los 
distintos sistemas de numeración, ya que ponen 
de manifiesto cómo cada uno representa un 
mismo concepto de varias maneras distintas. 
Así, 4 es una representación del concepto «nú- 
mero cuatro», igual que lo son 100, (en código 
binario), IV en el sistema de numeración roma- 
no u otros vocablos en diferentes idiomas. 


Describe diferentes formas de repre- 
sentar fracciones. Señala qué propiedades de las 
mismas se destacan en cada uno de esos sis- 
temas. 


1.1. Sistemas de representación 


Las representaciones pueden organizarse, 
según sus características y propiedades, en di- 
ferentes sistemas de representación. Cada siste- 
ma constituye un conjunto estructurado de no- 
taciones, símbolos y gráficos, dotado de una 
serie de reglas y convenios, que permiten expre- 
sar determinados aspectos y propiedades de un 
concepto matemático y posibilitan su uso para 


determinadas funciones. Esas reglas y conve- 
nios generalmente obedecen a normas más ge- 
nerales del trabajo en matemáticas y pueden 
referirse a aspectos de su escritura (usar deter- 
minadas familias de letras para designar obje- 
tos matemáticos, posiciones de exponentes, uso 
de subindices, etc.). También pueden referirse 
a la posición de ejes en sistemas coordenados, 
al propio uso de coordenadas o bien a acuerdos 
relativos al manejo de expresiones simbólicas. 


Piensa y describe dos ejemplos de 
convenios que usualmente se usan en matema- 
ticas: uno para las nociones geométricas implica- 
das en el teorema de Pitágoras y otro para la 
ecuación de segundo grado. 


La relación sistémica que se establece entre 
notaciones, reglas y convenios es coherente con el 
carácter estructural y funcional de las matemáti- 
cas, pues los conceptos matemáticos no son entes 
aislados y sin aplicación: una estructura matemá- 
tica es un conjunto de conceptos, procedimientos 
y relaciones, que responden a unas determinadas 
funciones. Los sistemas de representación reco- 
gen toda esa riqueza de vínculos para organizar 
formas de expresión compartidas y consensua- 
das y reglas para su manejo y transformación. 


1.2. Clasificación de los sistemas 
de representación 


Dentro de los modos convencionales de re- 
presentación matemática es habitual distinguir 
dos grandes familias de sistemas: las represen- 
taciones simbólicas y las representaciones gráfi- 
cas. Las simbólicas incluyen símbolos alfanu- 
méricos que se emplean con unas reglas de 
procedimiento. Las representaciones gráficas 
son de tipo figurativo y también disponen de 
unas reglas de composición y de unos convenios 
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de interpretación. A partir de estas dos familias, 
y dependiendo del concepto que se trabaje, sur- 
gen otros sistemas de representación que expre- 
san diversas facetas de ese concepto. Así, por 
ejemplo, para el concepto de función real de 
variable real es usual distinguir cuatro sistemas 
de representación: simbólico (analítico), gráfi- 
co, numérico (tablas de valores) y verbal. 


WESA Organiza las diferentes representacio- 
nes que encontraste para trabajar las fracciones 
en la actividad de la introducción de este apartado. 


El trabajo en matemáticas se lleva a cabo me- 
diante representaciones de las nociones que se 
emplean; al mismo tiempo, cada uno de los dife- 
rentes sistemas de representación de un mismo 
concepto pone de manifiesto determinadas pro- 
piedades de esas nociones. Pongamos, por ejem- 
plo, una función racional, que se puede expresar 
tanto mediante un sistema de representación sim- 
bólico como por uno gráfico (figura 6.1). 


w+ 2x27 +x- l1 


fx) = x-1 


f 


Figura 6.1.—Una misma función en dos sistemas de re- 
presentación diferentes. 
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En ambos casos se representa el mismo con- 
cepto matemático; pero mientras que el sistema 
simbólico facilita el cálculo para, por ejemplo, 
derivar o integrar la función, el sistema gráfico 
evidencia un comportamiento global que permi- 
te identificar con claridad intervalos de crecimien- 
to, asintotas, puntos de corte con los ejes, etc. 


Representa de otra forma la función 
ejemplificada en la figura 6.1. ¿En qué sistema de 
representación se sitúa tu propuesta? 


Los diferentes sistemas de representación no 
sólo permiten identificar diferentes facetas o re- 
laciones de las nociones matemáticas, sino que 
también evidencian diferentes significados de los 
mismos. Veamos un ejemplo centrado en el Teo- 
rema de Pitágoras. Su enunciado más habitual 
se expresa en términos de las longitudes de los 
catetos y la hipotenusa de cualquier triángulo 
rectángulo; ese significado suele sostenerse simbó- 
licamente con una expresión del tipo h? = a? + b? 
(donde / es la longitud de la hipotenusa y a y b 
son las longitudes de los dos catetos). Alternati- 
vamente podemos considerar la relación métrica 
como relación entre superficies, donde el signi- 
ficado destacado no está en la relación entre las 
longitudes de tres segmentos, sino en la relación 
entre el área de tres cuadrados (figura 6.2). 


Figura 6.2.—El Teorema de Pitágoras establece una rela- 
ción entre áreas de cuadrados. 
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Wiss Analiza las ventajas de emplear una 
representación geométrica del teorema de Pitá- 
goras para su demostración. ¿Cómo lo harías? 


Esta representación geométrica sugiere 
algunas variaciones. Imagina qué ocurre cuando, 
en lugar de cuadrados, dibujamos semicírculos 
sobre cada uno de los lados. ¿Seguiría siendo 
cierto el teorema? ¿Y cuando situamos otro polí- 
gono sobre los lados del triángulo, como triángu- 
los, pentágonos o hexágonos regulares? Expló- 
ralo con un programa de geometría dinámica. 
¿Cómo se enuncia el teorema en estos casos? 


2. PROCESAMIENTOS 
EN UN SISTEMA Y CONVERSIONES 
ENTRE SISTEMAS 


Las representaciones en matemáticas con- 
llevan un modo dinámico de procesamiento 
que les brinda un potencial enorme y que las 
aleja de un carácter estático vinculado exclusi- 
vamente a unos símbolos o reglas sintácticas. 
Las representaciones se pueden manipular, pro- 
cesar, Operar y convertir, para así poder expre- 
sar y mostrar una amplia variedad de propie- 
dades y relaciones estructurales de los conceptos 
e ideas matemáticas. Como han mostrado va- 
rios investigadores, estas actuaciones sobre los 
sistemas de representación se pueden clasificar 
en dos grupos principales: aquellas que se rea- 
lizan sin cambiar de sistema de representación 
y aquellas en las que se transita entre uno o 
varios sistemas de representación. 


2.1. Procesamientos en un sistema 


En cada sistema de representación es posi- 
ble llevar a cabo procesamientos, es decir, trans- 
formaciones de las representaciones en el mis- 
mo sistema donde fueron creadas. Por ejemplo, 


las siguientes expresiones simbólicas represen- 
tan todas la misma función cuadrática: 


y=xX — 3x +2; y =(x-— 1)(x- 2); 


=(x-) -4 
SEA 


Estas tres expresiones diferentes están en un 
mismo sistema simbólico y se pueden derivar 
una de otra, por lo que proporcionan ejemplos 
de procesamientos. Para pasar de una a otra es 
necesario aplicar diferentes técnicas de compo- 
sición y descomposición, agrupamiento o fac- 
torización de términos, pero ciertamente cada 
una de ellas enfatiza diferentes facetas o propie- 
dades mediante distintos elementos de la fun- 
ción: la primera es su expresión general, la se- 
gunda muestra sus dos raices, y la tercera emplea 
las coordenadas del vértice de la parábola aso- 
ciada. 


Las operaciones aritméticas se pueden 
considerar procesamientos, pues muestras dife- 
rentes representaciones de un mismo número de 
manera simbólica. Inventa una tarea en la que 
los escolares lleven a cabo ese tipo de procesa- 
mientos. 


2.2. Conversiones entre sistemas 


Entre diferentes sistemas de representación 
se pueden realizar conversiones, que son tra- 
ducciones de una determinada expresión hecha 
en un sistema, a la expresión de esa misma no- 
ción en otro sistema distinto. En el estudio de 
las funciones trigonométricas, por ejemplo, en 
ocasiones se cumplen complejas relaciones y 
propiedades que se pueden explorar de una 
manera intuitiva si las planteamos mediante 
notación gráfica. Una de estas relaciones es la 
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sen(x) 


de la función f(x) = , que toma un valor 


de 1 en el punto 0, tal y como puede compro- 
barse mediante límites dentro de un sistema de 
representación simbólico. Pero si trabajamos 
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en un sistema de representación gráfica, pode- 
mos estudiar simultáneamente las funciones 
g(x) = sen(x) y A(x) = x, cuyo cociente genera 
la función f(x) en un entorno del punto 0 (fi- 
gura 6.3). 


Figura 6.3.—Representación gráfica de las funciones g(x) = sen(x) y A(x) = x en un entorno del origen de coordenadas. 


Si aplicamos un zoom alrededor del cero 
observamos que las gráficas de ambas funcio- 
nes son prácticamente indistinguibles, y esa re- 
lación se hace más palpable a medida que se 
estudian en un entorno más pequeño del origen 
de coordenadas (figura 6.4). 

Si en un entorno de un punto dos funciones 
coinciden, su cociente será 7, que es lo que que- 
ríamos mostrar. Una actividad de este tipo evi- 
dencia la identificación de infinitésimos que 
son equivalentes, por la potencialidad de un 
sistema de representación gráfico. 
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Inventa dos tareas que se centren en 
el tema de la función de segundo grado y que 
estén enmarcadas en un contexto real. En la pri- 
mera, trata que los datos que brinda el enunciado 
y la solución a encontrar estén en el mismo sis- 
tema de representación. En la segunda, trata de 
que datos y solución se expresen en diferentes 
sistemas de representación. Valora la compleji- 
dad de cada una de ellas. 


Los procesos de conversión se trabajan 
cuando los escolares afrontan tareas que admi- 
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Figura 6.4.—Representación gráfica de las funciones y en un entorno del origen de coordenadas. 


ten varías vías de resolución, y en algunos casos 
se sostienen en los sistemas de representa- 
ción que se están empleando. Si el siguiente 
problema se plantea a escolares de 1.” o 2.” de 
ESO, es fácil suponer que el método de resolu- 
ción que seguirían sería puramente algebraico: 
«En una clase de 60 alumnos, el número de niños 
es 2/3 del número de niñas. ¿Cuántos niñas y ni- 
ños hay?». 

Sin embargo, cuando ese enunciado se plan- 
tea el profesor puede proponer otro método de 
resolución mediante un sistema de representa- 
ción gráfico, que pone de manifiesto una estra- 
tegia alternativa (figura 6.5). El rectángulo a) 
representa el número de niñas de la clase. Como 
el número de niños es dos tercios del de niñas, 
ese rectángulo se puede dividir en tres partes 
iguales. Así, dos de esas tres partes son los chi- 


cos, b). Ese nuevo rectángulo se corresponde 
con los 60 alumnos de la clase y, como se ob- 
serva, está dividido en 5 partes iguales. Por tan- 
to, cada una de esas partes representa a 12 
alumnos, c), de donde se deduce que hay 24 
niños y 36 niñas. 


Figura 6.5.—Resolución gráfica del problema. 
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Además, desde un punto de vista de conver- 
sión entre esos sistemas de representación, se 
pueden establecer vínculos que muestren cómo 
expresa cada uno de esos sistemas las relaciones 
que se establecen entre los datos del problema 
cuando se está resolviendo. 


Explica cómo usarías un sistema de 
representación gráfico para proponer un método 
de resolución alternativo al aritmético para el si- 
guiente problema: Un grupo de amigos tiene un 
presupuesto de 80 € para organizar una comida. 
Ya se han enterado que, tras añadir el IVA, y de- 
jando algo de propina, el costo asciende a un 
25% más que los precios que muestra el menú. 
¿Cuánto pueden gastar en la comida para que 
el gasto total sea de 80 €? 


puedan usarse, al menos, dos sistemas de repre- 
sentación diferentes para resolverlo. 


2.3. Complementariedad entre distintas 
representaciones 


Mediante un trabajo explícito sobre la di- 
versidad de sistemas de representación para 
una misma estructura matemática y sobre las 
conexiones entre ellos, se profundiza en el do- 
minio de dicha estructura. Como han señalado 
varios autores, es necesario emplear diversas 
representaciones para captar esa estructura en 
toda su riqueza y complejidad. Este trabajo no 
sólo implica la comprensión de cada una de las 
representaciones por separado, considerando 
cuáles son las propiedades y procedimientos li- 
gados al concepto que se hacen presentes en 
ella y cuáles no; también aparece la necesidad 
de traducir de un tipo de representación a otro 
las nociones matemáticas, para poder asegurar 
la comprensión y el aprendizaje de dichas no- 
ciones o conceptos. 
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La elección del concepto que se estudia 
condiciona la variedad de sistemas de repre- 
sentación que admite, y eso implica que en 
algunos temas de matemáticas no resulte sen- 
cillo identificar distintos sistemas (basta con- 
siderar, por ejemplo, el tema de polinomios). 
Pero, inversamente, ya hemos visto que en 
otros muchos casos sí es posible identificar di- 
ferentes sistemas que explicitan o destacan 
determinadas propiedades, relaciones y signi- 
ficados de las nociones matemáticas conside- 
radas. 

En otros casos, la resolución de un proble- 
ma que no esté enmarcado en ningún tema con- 
creto puede dar lugar a una gran cantidad de 
formas de resolución que, en muchos casos, em- 
plean distintos sistemas de representación. Vea- 
mos un ejemplo en el que destaca la sencillez 
de su enunciado (figura 6.6). 


Sobre un cuadrado se dibujan cuatro triángulos rectángu- 
los iguales, tal y como muestra la figura siguiente. Probar 
que los cuatro vértices marcados están alineados: 


Figura 6.6.—¿Están los cuatro vértices alineados? 


Este problema se planteó a distintos grupos 
de estudiantes, desde Secundaria Obligatoria 
hasta de Licenciatura; el modo de resolución 
quedaba abierto. 
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Figura 6.7.—Posibles soluciones al problema del cuadrado. 
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La variedad de soluciones evidenció el uso 
y potencialidad de diferentes representaciones 
para hallar la prueba solicitada. Entre esas res- 
puestas (figura 6.7) figuraron métodos basados 
en geometría sintética, considerando cuadra- 
dos anidados, a); transformaciones geométricas 
como homotecias, simetrías centrales o giros, 
b); razonamientos de geometría analítica esta- 
bleciendo un sistema de coordenadas, c); razo- 
namientos de geometría métrica calculando 
distancias entre puntos, d); aplicaciones de pro- 
piedades sobre lugares geométricos, e) o uso de 
software de geometría dinámica para construir 
demostraciones automáticas, f). 

Esas resoluciones enfatizan diversas cons- 
trucciones y transformaciones geométricas. El 
establecimiento de coordenadas o la asignación 
de medidas, entre otros aspectos, muestran una 
importante variedad de sistemas de represen- 
tación. 


Encuentra una solución distinta para 
el problema anterior. Describe qué sistema de 
representación de la geometría del plano has uti- 
lizado. 


2.4. Sistemas de representación 
para los números naturales 


Profundizando en el tema del sistema de los 
números naturales, desde su estructura concep- 
tual y desde una revisión histórica de su de- 
sarrollo hay que destacar cuatro sistemas de 
representación (figura 6.8). 

El sistema de representación simbólico se 
refiere a los sistemas estructurados de grafis- 
mos que se usan para expresar números, junto 
con sus propias reglas internas. Así, tenemos 
el sistema egipcio de numeración, de estructu- 
ra aditiva; el sistema romano, de estructura 
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mixta, combinación de aditivo y multiplicati- 
vo; o bien el principio de agrupamiento del 
sistema decimal de numeración, que opera en 
base diez. 


INGEA Localiza, reproduce y describe los 
símbolos empleados en las civilizaciones egipcia, 


babilónica y maya para representar los números. 
Describe su tipo de estructura (aditiva, multipli- 
cativa o mixta). Justifica si tienen o no un carác- 
ter posicional y señala la base en que trabajan, 
si el caso. 


El sistema de representación verbal explicita 
los términos y la sintaxis con que expresamos 
verbalmente los números, sus relaciones y prio- 
ridades; existe terminología específica para dis- 
tinguir distintos tipos de números, el sentido 
cardinal del ordinal, o prefijos que denotan el 
orden de magnitud de las cifras. 


Investiga cuáles son los convenios en 
el uso de español para la lectura ordinal de los 
números en lenguaje cotidiano según la RAE. 
Usa esos convenios para leer correctamente los 
dos enunciados siguientes: «En 2050 se celebra- 
rá la 50.2 entrega de los premios MATES» y «Be- 
nedicto XVI fue el 265.* papa de la Iglesia Ca- 
tólica». 


El sistema de representación gráfico aparece 
al representar números en la recta numérica, al 
desarrollar patrones y configuraciones puntua- 
les en dos y tres dimensiones, o al explorar re- 
laciones aritméticas en tablas numéricas, como 
la tabla 100 (figura 6.9). 

En esta tabla se pueden describir patrones 
geométricos mediante relaciones aritméticas, 
con diferentes posibilidades; también es posible 
diseñar actividades dirigidas a la transición de 
la aritmética al álgebra. 
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Según se Grandes 
refieran a 


Mega, Tera 


e Abaco 
e Regletas 
e Material multibase... 


— Medianos 
Cardinales y pequeños 


cuatro 


reglas y convenios 


Ordinales decimoquinto 


Sistema 
2, 16, 60, ... decimal 
de numeración 


] F 3 36=6x6 
Relaciones aritméticas — 
4=1+3 


Tablas numéricas 


ar Teorema fundamental 
Factorización — J peer: — 4=2x2 
de la aritmética 


Figura 6.8.—Sistemas de representación de los números naturales. 


6} 7] 8 | 9 | 10 Explora qué son los numeros poligo- 
161 17/18 | 19 | 20 nales e inventa una tarea escolar que se centre 

en estudiar relaciones entre ellos desde un pun- 
26 | 27 | 28 | 29 | 30 to de vista grafico. 


36 | 37 | 38 | 39 | 40 


46 | 47 | 48 | 49 | 50 Finalmente, mediante materiales manipula- 
tivos también se expresan relaciones y propieda- 
des de los números naturales, ya que el ábaco, 
las regletas o los bloques multibase permiten 
76 | 77 | 78 | 79 | 80 representar y Operar con números naturales, 
mostrando sus relaciones estructurales. Así, por 
ejemplo, mediante bloques multibase se pueden 
representar números en varias bases; constitu- 
Figura 6.9.—Ubicación de los múltiplos de 3 en la ta- JENA sistema de numeración no posicional y 

bla 100. que no tiene un símbolo específico para el cero. 


S6 | 57 | 58 | 59 | 60 
66 | 67 | 68 | 69 | 70 


86 | 87 | 88 | 89 | 90 


91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100 
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Localiza un ábaco vertical y otro hori- 
zontal. Describe sus principales diferencias para 
representar números naturales. ¿Qué vínculos en- 
cuentras entre un ábaco y un sistema posicional 
para representar números naturales? 


3. LOS SISTEMAS , 
DE REPRESENTACIÓN 
EN EL APRENDIZAJE 
Y LA ENSEÑANZA 


Una visión funcional de la enseñanza de las 
matemáticas, que persiga un aprendizaje signi- 
ficativo y eficaz para los escolares, implica una 
atención detallada y minuciosa al uso de dife- 
rentes sistemas de presentación. Cuando los 
escolares aprenden a usar diferentes represen- 
taciones manifiestan que son capaces de anali- 
zar y relacionar ideas matemáticas de múltiples 
formas, dan muestras evidentes del desarrollo 
de su competencia matemática y de su consoli- 
dación y, consecuentemente, mejoran su rendi- 
miento en matemáticas y su habilidad para re- 
solver problemas. Precisamente en la resolución 
de problemas matemáticos es cuando toma es- 
pecial fuerza el uso de representaciones. La rea- 
lización de dibujos, diagramas o esquemas fa- 
cilita la concreción y clarificación de los datos 
y la información del enunciado del problema, y 
también promueve la elaboración de argumen- 
tos para justificar los razonamientos seguidos 
y las soluciones encontradas. 

¿Qué decisiones puede adoptar el profesor 
para promover el uso de una diversidad de repre- 
sentaciones por parte de los escolares? Algunos 
especialistas sugieren varias estrategias de ense- 
ñanza especificas, entre las que se encuentran: 


1. Seleccionar representaciones apropia- 
das y variadas para ejemplificar y expli- 
car nociones matemáticas. 
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2. Diseñar tareas en las que los escolares 
interpreten y escojan entre diferentes 
formas de representación. 

3. Incentivar a los escolares en el uso, aná- 
lisis y conversión entre diferentes repre- 
sentaciones. 

4. Proporcionar oportunidades a los esco- 
lares para que elaboren diagramas o es- 
quemas que les ayuden a explicar y jus- 
tificar sus razonamientos. 

5. Proponer tareas de modelización en 
las que se conjugue el uso de varios sis- 
temas de representación con otros re- 
cursos. 


A continuacion se describen y ejemplifican 
criterios para potenciar el aprendizaje y uso de 
los sistemas de representación en cada una de 
estas estrategias. 


3.1. Fomentar una selección apropiada 
y variada de representaciones 


Cuando un profesor introduce alguna no- 
ción matemática, cuando ejemplifica algún 
procedimiento o técnica o cuando muestra un 
proceso de resolución de una tarea, puede 
aprovechar para poner de manifiesto una va- 
riedad notable de formas de representación 
que motive la reflexión de los escolares. 

Por ejemplo, en un aula de 2.” de ESO el 
profesor introdujo la utilización de segmentos 
lineales para resolver problemas que se afron- 
tan algebraicamente de modo usual. Enmarca- 
do en un sistema de representación gráfico, los 
segmentos representan incógnitas de una lon- 
gitud arbitraria y, partiendo de un segmento 
unidad, los datos se representan como segmen- 
tos de longitud proporcional al segmento uni- 
dad. La resolución del problema pasa por de- 
terminar las longitudes (referidas a la unidad 
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elegida) de los segmentos que representan a las 
incógnitas y hacer la traducción, mediante la 
proporción ya establecida, a las cantidades ini- 
cialmente desconocidas. 

En la figura 6.10 se observa la resolución de 
un escolar de 1.” de ESO a un problema de enun- 
ciado verbal. En la traducción del mismo, inicial- 


mente se dibuja un segmento que representa la 
incógnita y después se le añade otro que repre- 
senta 60 unidades. Debajo, el escolar representa 
un segmento formado por cinco veces el segmen- 
to inicial y comprueba que cuatro de ellos miden 
igual que el segmento de 60 unidades. Después, 
divide 60 entre 4 y encuentra la solución. 


c) Al sumarle a un número 60 unidades, se obtiene el mismo resultado que al 


multiplicarlo por 5. ¿Cuál es el número? 
l 


x= 6O Suris 
x= \S 


K++ 


Figura 6.10.—Resolucién de un problema algebraico usando una representación gráfica. 


Con este tipo de propuestas, los escolares 
identifican significados para los conceptos ma- 
temáticos que, con otra representación, no re- 
sultan evidentes. En este caso, con el uso de 
segmentos el carácter desconocido, pero fijo, 
de la incógnita se representa con una longitud 
determinada de manera más directa que me- 
diante el lenguaje algebraico. 

Estas iniciativas son importantes, pues en 
ocasiones las decisiones que toma el profesor 
a la hora de representar los conceptos que está 
introduciendo a sus escolares pueden expli- 
car algunas ideas muy afianzadas en ellos que 
les pueden llevar posteriormente a confusiones 
y errores. Además de corregir la tendencia al 
uso permanente de representaciones estanda- 
rizadas, el profesor también puede plantear 
retos que superen algunos esquemas rígidos de 
los escolares. Si ante la imagen que muestra la 
figura 6.11 el profesor pregunta si los segmen- 
tos a y b son paralelos, es fácil suponer que 


todo el mundo (y no sólo sus alumnos) dirán 
que no. 


we 


Figura 6.11.—¿Son paralelos estos dos segmentos? 


Pero si después de esa primera cuestión el 
profesor presenta una imagen como la de la fi- 
gura 6.12, seguramente algunos (si no todos) 
cambiarán de opinión. 

Este ejemplo enfatiza el carácter fundamen- 
tal que tienen los sistemas de representación 
para comprender las nociones matemáticas en 
toda su complejidad y, al mismo tiempo, es una 
sencilla tarea que promueve un pensamiento 
abierto en los escolares acerca de la relatividad 
de algunas respuestas. 
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Figura 6.12.—¿Son ahora paralelos esos dos segmentos? 


Ea Busca alguna imagen o dibujo en el 
que la representación en el plano de una figura 


u objeto falsee u oculte su forma, su ubicación o 
su orientación real. Algunos cuadros de M. C. Es- 
cher pueden darte ideas. 


3.2. Tareas para la selección 
e interpretación de formas 
de representación 


Como se verá en el capítulo 13, el diseño de 
tareas es central en el proceso de planificación 
y de actuación del profesor. El desarrollo en los 
escolares de habilidades relacionadas con los 
sistemas de representación requiere que el do- 
cente proponga tareas en las que éstos tengan 
que movilizar su conocimiento y reflexionar 
sobre formas de representar nociones matemá- 
ticas desde varios puntos de vista. Por ejemplo, 
las tareas más tradicionales sobre representa- 
ciones gráficas consisten en que los escolares 
construyan una a partir de una expresión alge- 
braica o de una serie de datos. Ese tipo de ta- 
reas de conversión básica son necesarias y per- 
tinentes, pero no contribuyen a desarrollar por 
completo la capacidad para representar nocio- 
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nes y procesos matemáticos de los escolares. 
Las habilidades de seleccionar e interpretar for- 
mas de representación son también fundamen- 
tales, sobre todo por su carácter eminentemen- 
te práctico. 


Diseña dos tareas que persigan habi- 
lidades diferentes sobre representaciones gráfi- 


cas, justificando tu propuesta en términos de los 
requerimientos que exigirías a los escolares. Ex- 
plica a qué curso iría dirigida y cómo se gestio- 
naría en el aula. 


3.3. Incentivar en los escolares 
las conversiones entre sistemas 
de representación 


El hecho de que cada sistema de representa- 
ción suministre un contexto de interpretación y 
explicite un significado de un mismo concepto 
matemático, reafirma la importancia de que los 
escolares sean capaces de conectar diferentes 
sistemas de representación y realizar conversio- 
nes entre ellos. El empleo sistemático y coheren- 
te de materiales y recursos en el aula facilita esas 
actuaciones; en este caso, la tecnología suminis- 
tra unas herramientas de trabajo muy ricas. 

Algunos recursos tecnológicos permiten ex- 
presar un mismo concepto matemático y traba- 
jar con el mismo desde diferentes sistemas de 
representación. Por ejemplo, usando el soft- 
ware gratuito GeoGebra se puede tener repre- 
sentado simultáneamente un objeto matemáti- 
co de manera simbólica, geométrica y numérica. 

Pero más allá de mostrar esas conversiones, 
estos entornos permiten interactuar entre ellos, 
pues la transformación de una expresión en 
cualquiera de esas formas de representación ge- 
nera de manera dinámica e interactiva las co- 
rrespondientes transformaciones en el resto de 
los sistemas. 
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Inventa una tarea en el entorno de 
GeoGebra que explote la relación dinámica entre 
sistemas de representación. Describe para qué 
curso va dirigida y cómo la llevarías a cabo en 
el aula. 


3.4. Oportunidades para generar 
esquemas y argumentar mediante 
diagramas 


El profesor puede promover que los escola- 
res empleen representaciones de forma flexible 
y acertada cuando consigue estimularlos para 
que sean ellos quienes empleen diagramas, di- 
bujos y esquemas propios mientras trabajan en 
tareas matemáticas escolares. Partiendo de las 
representaciones personales, el profesor puede 
iniciar el uso de representaciones más conven- 
cionales y compartidas. En ocasiones será ne- 
cesario que el profesor pida explícitamente que 
los escolares hagan un esquema, una tabla, un 
grafico o un dibujo en el que presenten los da- 
tos de un problema o planifiquen una estrategia 
de actuación para abordar su resolución. 

A continuación, a modo de ejemplo, se pre- 
senta la información que un profesor de 4.* de 
Educación Secundaria brinda a sus alumnos 
para que afronten la resolución de un problema 
en una sesión de clase. Los alumnos trabajan 
en pequeños grupos y se observa cómo les su- 
giere que usen sus propias ilustraciones para 
representar la situación: 


Profesor: Aqui está vuestro problema. Os lo 
voy a leer y tenéis que pensar en cómo 
podéis, por vosotros mismos, empezar a 
resolverlo. En el patio de un colegio hay 
dos árboles, uno pequeño y otro grande. 
También hay una pared recta. Un grupo 
de alumnos organiza una carrera. La sa- 
lida está en el árbol pequeño y tienen que 


tocar el árbol grande, después la pared y 
después volver corriendo hasta el árbol 
pequeño. Así que hacen una especie de... 
¿qué tipo de figura sería? 

Estudiante: Un triángulo... 

Profesor: Un triángulo, hacen una especie de 
triángulo. La pregunta es: ¿cuál es el mejor 
lugar para que un alumno toque la pared? 
Ahora ya tenéis el dibujo en la cabeza... 
Podría ser una buena idea que, cuando em- 
pecéis, plasméis el dibujo de vuestra cabeza 
con el resto del grupo, para que sepáis 
cómo empezaréis a resolver el problema. 


Tras unos minutos de trabajo, el profesor se 
acerca a uno de los grupos y ve que sus inte- 
grantes están discutiendo acerca de los dibujos 
que habían hecho para representar la situación 
del problema. Discutian porque una alumna re- 
presentó la situación de manera que el segmen- 
to que unía los dos árboles era perpendicular al 
muro (figura 6.13). La estudiante señaló que de 
esa manera no se obtenía un triángulo (trazo 
vertical), pero que encontrar el punto óptimo 
para tocar en ese caso la pared era obvio. 


Árbol grande 


Árbol pequeño 


Figura 6.13.—Representación del problema de la carrera 
realizada por una alumna. 
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Esta representación la usó el profesor para 
poner de manifiesto a la clase la importancia de 
tomar en consideración todas las posibilidades 
antes de comenzar a hacer cálculos. Al acabar 
la sesión solicitó que todos los grupos prepara- 
sen un póster para explicar a los compañeros 
los resultados encontrados y todos emplearon 
un esquema de la situación para defender su 
resolución. 

Actuaciones como éstas, en las que el pro- 
fesor emplea las propias representaciones de los 
escolares para ejemplificar y profundizar sus 
explicaciones, constituyen un buen recurso para 
promover el uso de representaciones por parte 
de esos escolares cuando se enfrentan a resolver 
tareas o a comunicar ideas matemáticas. 


Imagina que le has propuesto a tus 
estudiantes el siguiente problema: «Un joyero 


hace pendientes usando unas planchas de pla- 
ta. Con cada plancha hace un pendiente, pero 
con el resto que le sobra al usar seis planchas 
puede hacer otro pendiente. Si para hacer un 
encargo ha comprado 36 planchas, ¿cuántos 
pendientes podrá hacer?». Tras pensar un rato, 
uno de tus alumnos propone la solución de 42 
pendientes. ¿Cómo puede haber resuelto el pro- 
blema? ¿Cómo le sugerirías que representara los 
datos para que encontrase la solución correcta? 


3.5. Tareas de modelización y sistemas 
de representación 


La modelización es una actividad que en el 
área de Educación Matemática tiene gran im- 
portancia, contrastada por la investigación y las 
experiencias realizadas. Constituye uno de los 
peldaños superiores de actuación matemática, 
debido al gran número de conexiones y relacio- 
nes que es necesario establecer para llevarla a 
cabo correctamente. El proceso de modeliza- 
ción matemática sigue un ciclo que refleja sus 
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fases básicas. Partiendo de un problema dado 
en un entorno y un contexto del mundo real, 
en primer lugar se seleccionan y organizan los 
datos relevantes de ese problema para, a conti- 
nuación, establecer los conceptos, relaciones y 
estructuras matemáticas que permiten organi- 
zar y estudiar esos datos. Este paso es la cons- 
trucción de un modelo matemático adecuado; 
es decir, la identificación de un concepto o pro- 
cedimiento que puede explicar, representar o 
resolver el problema establecido en términos 
matemáticos. El tercer paso de la modelización 
es resolver el problema dentro de la representa- 
ción matemática elegida, con todas las herra- 
mientas que ésta nos brinda en relación a la 
elección hecha. La última fase consiste en in- 
terpretar la solución matemática en términos 
del problema original, con objeto de validar la 
bondad del modelo seleccionado y extraer así 
conclusiones y consecuencias. 

La modelización matemática amplía el co- 
nocimiento de los estudiantes y desarrolla una 
particular manera de pensamiento y actuación. 
La representación y organización de los datos 
de partida, la elaboración de esquemas para la 
búsqueda del modelo o la creación y la justifi- 
cación de argumentos para demostrar su perti- 
nencia establecen la importancia de la relación 
entre representar y modelizar, como dos facetas 
clave de la competencia matemática. 

Se ha señalado que introducir un uso racio- 
nal y práctico de la tecnología abre puertas al 
diseño de secuencias didácticas que fomentan 
el desarrollo de las capacidades de modelizar y 
representar. Una manera muy interesante de 
hacerlo es usando sensores y aplicaciones para 
capturar datos del medio y después transferir- 
los a una tableta o computadora para represen- 
tarlos, analizarlos y poder extraer finalmente 
conclusiones. 

A continuación se describe una de estas ac- 
tividades realizada con estudiantes de 4.° de 
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ESO (opción A) durante una clase de matemá- 
ticas. Para la recogida y el estudio de datos se 
emplea una aplicación «Video Physics» de la 
casa comercial Vernier para iPad e iPhone’. El 
experimento realizado se centra en el estudio 
de las graficas que representan el movimiento 
de un balón en caída libre cuando bota en el 
suelo. 

Con la aplicación se graba un vídeo en el 
que se recoge el movimiento de un objeto. Des- 
pués se reproduce fotograma a fotograma y, 
mediante pulsaciones en la pantalla, el usuario 
puede dejar registrada la trayectoria de ese ob- 
jeto a partir de una referencia y una escala que 
también puede establecer el usuario. En el caso 
de esta actividad, una persona dejó caer un ba- 
lón de baloncesto al suelo, el cual dio varios 
botes antes de detenerse (figura 6.14). Recogi- 


dos los datos, la aplicación muestra una gráfica 
con las capturas realizadas (figura 6.15). 


2014/05/08 12:10:11 


Figura 6.14.—Secuencia grabada y establecimiento del 
punto de referencia. 


Figura 6.15.—Secuencia grabada y establecimiento del punto de referencia. 


' http://www.vernier.com/products/software/video- 
physics 
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En la ficha de trabajo de los escolares se 
les preguntó inicialmente cómo pensaban ellos 
que sería la gráfica de la altura de la pelota en 
cada bote; después, que pensaran si esas grá- 
ficas cambiarían al alterar los ejes de coor- 
denadas tomados como referencia. A conti- 
nuación se pidió explorar instantes precisos 
(altura máxima del bote, máxima y mínima 
velocidad, entre otros) y, finalmente, esbozar 
hipótesis sobre cómo sería el rebote de un ba- 
lón pinchado y de una pelota de goma salta- 
rina. El resto de cuestiones se centraron en 
la velocidad de la pelota (gráfica inferior de la 
figura 6.15). 

Lo más interesante del estudio fue el con- 
traste entre las primeras hipótesis y los resulta- 
dos que se visualizaron con la aplicación, pues 
realmente los escolares descubrieron aspectos y 
posibilidades que no habían contemplado (figu- 


Altura 
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ra 6.16). Las respuestas a la última cuestión en 
la que se modifican las características de la pe- 
lota también arrojaron respuestas interesantes, 
como muestra la figura 6.17. 

Este tipo de tareas introducen a los escola- 
res en la resolución de problemas de la vida real 
y promueven un uso racional de la tecnología; 
también estimulan el desarrollo de habilidades 
relacionadas con la representación, entre las 
que se encuentran: 


e Elaborar gráficas de funciones de manera 
intuitiva. 

e Analizar gráficas dadas. 

e Interpretar las gráficas en términos de 
una situación real. 

e Modificar las situación de partida y ex- 
plorar su implicación en las representa- 
ciones gráficas. 


Tiempo 


Figura 6.16.—Intuiciones de los escolares sobre el bote de una pelota que se deja caer. 
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Pelota pinchada 


Velocidad 


Tiempo 


Pelota saltarina 


ary 
Altura | / 


j 
f 


| 


Tiempo Tiempo 


Figura 6.17.—Respuesta de un escolar sobre el bote de dos tipos de pelota. 


Identifica tres fenómenos de la vida 
real que puedan modelarse matemáticamente. 
Describe con claridad el modelo matemático que 
usarías en cada caso. A partir de uno de los fe- 
nómenos anteriores, enuncia un problema de mo- 
delización dirigido a estudiantes de Educación 
Secundaria Obligatoria o Bachillerato y planifica 
el uso de representaciones que pudieran em- 
plearse en su resolución. 


4. BALANCE 


El papel que juegan las diferentes represen- 
taciones de un concepto matemático es crucial 
para su comprensión por parte de los escolares. 
Estas representaciones, organizadas en distin- 
tos sistemas según características compartidas, 
expresan y evidencian significados de las mate- 
máticas que se ponen en juego cuando se re- 
suelven tareas, y por eso esas distintas repre- 
sentaciones y sus relaciones conducen a los 
escolares al conocimiento de los aspectos es- 
tructurales de las nociones matemáticas. La ac- 
tividad que se realiza con las representaciones 
de nociones matemáticas constituye un fiel re- 
flejo de las características, propiedades y re- 
laciones que poseen intrínsecamente esas no- 
ciones. 


El profesor debe suministrar a los escolares 
la oportunidad de reconocer, crear, interpretar 
y relacionar esas representaciones, y para ello 
debe considerar dentro de su planificación al 
menos dos cuestiones clave: qué representacio- 
nes usará él mismo para introducir, ejemplificar 
y explicar nociones matemáticas, y cómo va a 
incluir una variedad de ellas y sus conexiones 
en las tareas que planteará a los escolares para 
guiar su proceso de aprendizaje. 

En este capítulo se han ejemplificado esas 
dos cuestiones, y con eso destaca la importancia 
de analizar organizada y detalladamente las re- 
presentaciones que admite un contenido mate- 
mático cuando se diseña una unidad didáctica 
sobre él. También es importante proponer una 
lista de objetivos de aprendizaje que incluya ex- 
pectativas relacionadas con representar nocio- 
nes matemáticas de los escolares. Igualmente, 
es clave proponer justificadamente tareas que 
articulen todas las habilidades mencionadas y 
que contribuyen significativamente al desarro- 
llo de su competencia matemática. Todas estas 
actuaciones articulan una reflexión cuidada y 
profunda entre diferentes procedimientos del 
análisis didáctico de cara a la planificación y 
puesta en práctica de unidades didácticas y de 
actividades de enseñanza y aprendizaje de las 
matemáticas escolares. 
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El documento «Principios y estánda- 3. Usar representaciones para modeli- 
res para la educación matemática», del NCTM, zar e interpretar fenómenos físicos, 
señala lo siguiente: sociales y matemáticos. 

Los programas de enseñanza de todas En base a lo que has leído en este capítulo, 
las etapas deberían capacitar a todos los es- describe brevemente qué puede hacer un profe- 
tudiantes para: sor para lograr cada uno de esos aspectos y 

ejemplifica alguna tarea que esté en consonancia 

1. Crear y utilizar representaciones para con ellos, dirigida a escolares de Educación Se- 

organizar, registrar y comunicar ideas cundaria Obligatoria o de Bachillerato. 
matemáticas. 


2. Seleccionar, aplicar y traducir repre- 
sentaciones matemáticas para resol- 
ver problemas. 
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Sentido y modos de uso de un concepto 


JUAN FRANCISCO RUIZ HIDALGO 


INTRODUCCIÓN 


Memorizar la definición de número natural, co- 
nocer sus propiedades, operar con ellas, identificar 
sus características estructurales como conjunto 
discreto, ordenado y positivo, o comprender y ma- 
nejar la estructura del sistema decimal de numera- 
ción son nociones básicas imprescindibles que un 
alumno aprende y que le proporcionan el necesario 
conocimiento instrumental. A veces, este conoci- 
miento se valora como dominio suficiente de la dis- 
ciplina. Esta consideración de las matemáticas es- 
colares es parcial, ya que conocer las propiedades 
formales aporta sólo un significado instrumental e 
incompleto de la noción de número natural. 

El significado se enriquece al considerar dife- 
rentes modos y sistemas de representación. Así lo 
hemos visto con el teorema de Pitágoras, donde 
la relación métrica h? = a? + b? se puede entender 
como relación entre las longitudes de los lados de 
un triángulo rectángulo y como relación entre 
áreas de determinados cuadrados. 

La estructura conceptual y los sistemas de re- 
presentación proporcionan, por sí solos, un signi- 


ficado instrumental a la matemática escolar. Su 
dominio se puede lograr por medio de un apren- 
dizaje basado en la memorización de hechos, des- 
trezas y propiedades, manejando sus diversas 
formas de expresión. Sin embargo, en un enfoque 
funcional del currículo los conceptos y los proce- 
dimientos tienen una función y se usan con deter- 
minados propósitos. Por tanto, el significado 
incluye, junto con la estructura formal y los símbo- 
los y notaciones que lo expresan, la determinación 
de sus posibles usos y de su distintas funciones, 
es decir, la precisión del para qué sirven y de 
cómo se utilizan. Las diversas formas de entender, 
expresar y usar un concepto constituyen su signi- 
ficado, conjuntamente. 

Analizando el sentido de un concepto se con- 
tribuye a su correcta intelección y a la construcción 
de su significado. Así se integran y completan los 
tres componentes del significado de un concepto 
matemático escolar, según la interpretación del 
significado de un concepto matemático que aquí 
trabajamos. 


1. SIGNIFICADO Y SENTIDO conceptos como acciones intelectuales organi- 
zadoras de fenómenos, como ocurre con el es- 

En este capítulo seguimos dos vías para tudio de la forma, del tamaño, de la cantidad, 
identificar el sentido de un concepto matemá- la regularidad, el orden, la relación y la incer- 
tico escolar, según los modos de interpretar  tidumbre. Estas acciones hacen el mundo inte- 
dichos conceptos. Primero, al considerar los  ligible. Así lo avanzamos en el capítulo 4, apar- 
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tado 1.3, cuando se introdujo una clasificación 
fenomenológica de los contenidos de las mate- 
máticas escolares, que considera sus aspec- 
tos funcionales latentes mediante el empleo 
racional de los conceptos y sus propiedades. 
En segundo lugar, cuando se destacan los usos 
y aplicaciones técnicas de las matemáticas, ya 
que proporcionan herramientas para resolver 
problemas de la vida real y de las ciencias. Esta 
faceta proporciona un sentido funcional expli- 
cito de cómo las matemáticas dan respuesta a 
interrogantes intelectuales de utilidad práctica. 
Ambas vías avanzan la noción de sentido de 
los conceptos matemáticos escolares. 

Los conceptos matemáticos alcanzan su 
máxima expresión cuando se piensan con ple- 
nitud de sentido, la cual se logra cuando se en- 
tienden sus diferentes modos de uso, se aplican 
en variedad de situaciones, se comprenden los 
tipos de problemas que resuelven, se dominan 
los términos propios del concepto y se conocen 
los fenómenos que organiza. Una persona con 
formación matemática avanzada, con conoci- 
miento amplio de un concepto matemático, 
como puede ser un profesor de matemáticas, ha 
de abarcar una variedad de sus sentidos y ri- 
queza de usos. 

En definitiva, entendemos la necesidad de 
conocer e identificar el sentido de un concepto 
para completar el dominio de su significado. 

Abordamos el estudio del sentido de los 
conceptos matemáticos escolares como parte 
del análisis de su significado, lo cual hacemos 
mediante: 


e Los términos y modos de uso que lo iden- 
tifican. 

e Los contextos y cuestiones a las que da 
respuesta. 

e Los fenómenos que le dan origen y a los 
que organiza. 

e Las situaciones en las que se aplica. 


2. TÉRMINOS Y MODOS DE USO 
COTIDIANOS 


El sentido de un concepto se identifica, en 
primer lugar, mediante aquellos términos que 
compendian su definición. En general, un con- 
cepto se establece mediante la revisión de sus 
distintas interpretaciones y la elección razona- 
da de aquellas que mejor le ajustan. En los dic- 
cionarios se encuentran definiciones e interpre- 
taciones corrientes de los conceptos, es decir, 
sus sentidos habituales. Para conocer los sen- 
tidos conviene escoger sinónimos, términos 
equivalentes que caractericen, identifiquen y 
concreten cada concepto. El análisis particular 
de un determinado concepto o noción requiere 
conocer y describir diversos sinónimos que ex- 
presen sus distintos modos de uso, cada uno de 
los cuales le proporcionará un sentido y, en de- 
finitiva, lo dotará de significado. 

Los distintos términos para un mismo con- 
cepto ayudan a conocer sus diversos sentidos. 
Dichos términos proporcionan diferentes acep- 
ciones que delimitan y constituyen su descrip- 
ción semántica. La forma de abordar ese estu- 
dio se realiza mediante el análisis conceptual de 
tales términos. 

Los conceptos matemáticos se analizan de 
igual manera. Cada concepto matemático esco- 
lar se identifica por unos términos análogos 
que lo encuadran. En ocasiones esos términos 
tienen un origen matemático específico, como 
polinomio, o pertenecen al vocabulario cotidia- 
no del estudiante, como el término límite. 

Cuando estos términos son parte del patri- 
monio lingúístico del estudiante, el modo de 
uso del concepto está condicionado por este 
bagaje. Así, un estudiante utiliza el término lí- 
mite como «algo que no se puede rebasar» (por 
ejemplo, límite de velocidad), como «frontera» 
(los límites de un país), como «algo que no se 
puede alcanzar» (está al límite de sus fuerzas), 
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etc. Pero el sentido del concepto matemático 
«límite» es más preciso y, al mismo tiempo, más 
amplio que sus usos habituales. En matemati- 
cas, un límite se puede alcanzar, se puede reba- 
sar, tiene un sentido métrico, otro topológico o 
vinculado con un sistema de entornos y, final- 
mente, se puede considerar otro sentido borno- 
lógico o vinculado con un sistema de cotas. 

Para que el escolar amplíe y profundice en 
el sentido de un determinado concepto necesita 
abarcar los términos que lo denotan y seleccio- 
nar aquellos que mejor lo expresan. Esto ocurre 
con la explicación del concepto de límite, que 
lo interpreta como algo no alcanzable, dificil de 
entender en ocasiones como en el límite de las 
funciones oscilantes. 

Los términos frontera, linde, divisoria, dique, 
margen, contorno, término, confin, cota, fin, con- 
clusión, extremo, alcanzar, acotar, rebasar, 
aproximar, tender, converger y rebasar son tér- 
minos, entre otros, sinónimos de límite o de li- 
mitar. Sin embargo, tienen sentidos distintos, ya 
que se usan para expresar diferentes ideas que 
no siempre se sustituyen unas a otras. 

Igual ocurre con los sinónimos siguientes 
del término número: signo, cifra, dato, cantidad, 
algoritmo, cuantitativo, conjunto, medida, cardi- 
nal, ordinal, condición, categoría, posición, situa- 
ción y clase. Estos términos muestran diferentes 
modos de servirse del concepto de número na- 
tural, expresando distintos sentidos. 


Identifica al menos tres sentidos distin- 
tos para los sinónimos anteriores de límite/limitar; 
valora la utilidad para describir la noción mate- 
mática de límite. 

Identifica, igualmente, cinco sentidos diferen- 
tes del concepto de número natural entre los si- 
nónimos propuestos. Subraya las diferencias en- 
tre esos sentidos. 

Completa con nuevos términos las dos listas 
de sinónimos presentadas. 


O Ediciones Pirámide 


Sentido y modos de uso de un concepto / 141 


El estudio de los términos y de sus usos co- 
tidianos viene condicionado por el concepto 
concreto que se considera en cada caso, ya que 
algunos términos no pertenecen al vocabulario 
habitual, como método del símplex, o bien tie- 
nen un uso matemático diferente al cotidiano, 
como ocurre con el término integral. 


IMAZ Consulta el capítulo 5 y selecciona un 
par de términos que se presenten en el concepto 
de ecuación de segundo grado. Reflexiona: 


a) ¿Existen términos cotidianos, asocia- 
dos a la ecuación de segundo grado, 
que no pertenezcan al vocabulario ma- 
temático? 

b) Los términos matemáticos escogidos, 
¿tienen otros significados en la vida co- 
tidiana? 


media y otros términos sinónimos. 


a) Selecciona aquellas acepciones que ten- 
gan relación con el concepto matemático. 

b) Las acepciones elegidas, ¿amplían o li- 
mitan la definición matemática de media? 

c) Repite las actividades a) y b) para el tér- 
mino moda. 


ximado. Destaca aquellos términos que se rela- 
cionen con los conceptos matemáticos de esti- 
mación y aproximación. 


3. CONTEXTOS MATEMÁTICOS 


Los contextos de cada concepto matemático 
se originan mediante interrogantes funcionales 
e indagan en sus raíces y causas intrínsecas, es 
decir, atienden y buscan respuestas para el in- 
terrogante: ¿a qué cuestiones da respuesta este 
concepto? 
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Todos los conceptos matemáticos surgen 
para responder a una o varias cuestiones, ma- 
temáticas o prácticas, conexas. 


¿A qué cuestiones da respuesta el con- 
cepto de número natural?, ¿a qué cuestiones da 
respuesta el Teorema de Pitágoras?, ¿y la ecua- 
ción de segundo grado? 


Un contexto es una descripción de cómo los 
conceptos y estructuras matemáticas atienden 
y responden, como instrumentos de conoci- 
miento, a unas necesidades intelectuales o prác- 
ticas determinadas. Los contextos matemáticos 
proporcionan precisión técnica para delimitar 
el sentido de un concepto. 

Una forma de identificar contextos relativos 
a un determinado concepto o estructura con- 
siste en buscar respuesta a la cuestión ¿para qué 
se usan estos conceptos?, y en particular ¿qué 
tipos de problemas usan estas nociones? 


Por cada uno de los bloques de conte- 
nidos de matemáticas de Secundaria Obligatoria 
escoge un concepto y describe, al menos, tres 
contextos de cada uno de ellos. 


Subrayar distintas necesidades y funciones 
cognitivas que cumplen y a las que atienden de- 
terminados conceptos y estructuras, conduce a 
identificar sus contextos matemáticos escolares. 

Así, con los números naturales se realizan 
acciones, intelectuales y prácticas, tales como 
contar elementos en colecciones, ordenar even- 
tos, determinar qué objeto precede a otro en 
una secuencia, cuantificar cantidades de las di- 
versas magnitudes, hacer cálculos, etc. Los tér- 
minos que nombran estas acciones, comunes a 
diversas situaciones, son contar, medir, ordenar, 
cuantificar, operar y simbolizar. Los contextos 
se describen atendiendo a sus funciones: 


e Contar. Se trata del contexto numérico 


más sencillo para los números. Su fun- 
ción es identificar biunivocamente cada 
elemento de la secuencia numérica con 
cada objeto de una colección que se cuen- 
ta. Es un contexto básico, y por ello se 
presenta en diferentes situaciones, desde 
personales hasta científicas. El conteo 
proporciona, por sí mismo, un sentido al 
número. 

Cuantificar. Un segundo tipo de contexto 
usa los números para cuantificar coleccio- 
nes finitas de objetos discretos, es decir, 
como cardinal de un conjunto. Responde 
a la pregunta: ¿cuántos elementos tiene 
esta colección de objetos? Cuantificar los 
objetos de un conjunto finito se realiza 
mediante muy diferentes técnicas. Cuan- 
tificar es un contexto que se presenta en 
todo tipo de situaciones. 

Medir. El contexto de medida permite 
conocer el número de unidades que con- 
tiene una cantidad de alguna magnitud 
densa o continua. Las diferentes magni- 
tudes (longitud, superficie, capacidad, 
volumen...) hacen que los tipos de situa- 
ciones que se pueden presentan en este 
contexto sean laborales y científicas, pre- 
ferentemente. Responder a la pregunta 
¿cuántas unidades contiene? proporcio- 
na sentido de medida al concepto de nú- 
mero natural. 

Ordenar. Su función es conocer la posi- 
ción relativa de un determinado elemento 
en un conjunto discreto y ordenado. La 
pregunta ¿qué lugar ocupa? proporciona 
sentido ordinal al número natural. Orde- 
nar los objetos de un conjunto discreto 
puede realizarse mediante técnicas muy 
diferentes. La ordenación es un contexto 
básico, que se presenta con todo tipo de 
situaciones. 
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e Operar o calcular es un contexto usual en 
la enseñanza. Está muy relacionado con 
las Operaciones y, por tanto, con las es- 
tructuras aditiva y multiplicativa de los 
números naturales. Mientras que las ope- 
raciones aritméticas elementales modelan 
acciones tales como agregar, segregar, re- 
petir y repartir, tales acciones proporcio- 
nan sentido a las operaciones mediante la 
respuesta a la pregunta: ¿cuál es el resul- 
tado? 

e Estructurar. Se trata de una variante del 
sentido antes descrito que responde a la 
cuestión ¿cómo expresar un mismo núme- 
ro como resultado de diferentes operacio- 
nes?, o bien ¿cómo expresar distintos nú- 
meros mediante secuencias de operaciones 
estables? En un caso se trata de encontrar 
un número que sea resultado de distintas 
Operaciones; en el otro, números distintos 
que sean resultado de las mismas opera- 
ciones. La función consiste en expresar 
diversas relaciones dentro de la estructura 
del sistema de los números naturales. Los 
diversos desarrollos aditivos y multiplica- 
tivos de los números, representados por 
configuraciones puntuales, la factoriza- 
ción de números o la notación científica, 
son ejemplos de este contexto. 

e Etiquetar. Se trata de un contexto menos 
formal y convencional, pero útil y habi- 
tual. Los números se utilizan para distin- 
guir y denominar clases de fenómenos o 
elementos, confundidos a veces con eti- 
quetas; cualquiera de ellos da respuesta a 
la cuestión ¿cuál es el código? 


Cada uno de los contextos descritos encua- 
dra acciones muy diferentes que se pueden mo- 
delar mediante números naturales, sus relaciones 
y Operaciones, acciones que los contextos agru- 
pan atendiendo a la función que desempeñan. 
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Para el teorema de Pitágoras se identifican 
los siguientes contextos, que dan respuesta al 
para qué se puede emplear dicho teorema y cuá- 
les son sus funciones: 


1. Contexto ortogonal, que procede de la 
identificación y construcción de ángu- 
los rectos. 

2. Contexto métrico, dentro del cual se 
puede diferenciar entre la medida de 
longitudes, basada en la distancia entre 
dos puntos, y la medida de áreas, basa- 
da en la composición de superficies en 
otras equivalentes. 

3. Contextos aplicados o de utilidad prác- 
tica, en los que el teorema de Pitágoras 
es un recurso técnico para medir terre- 
nos por triangulación; se usa en agricul- 
tura, en construcción, en geología y en 
otras situaciones. 


Compara tus respuestas de la tarea 5 
anterior con los contextos que acabas de leer 
para números naturales, teorema de Pitágoras y 
ecuación cuadrática; revisa y completa tus con- 
testaciones anteriores. 


W= H Identifica y enuncia contextos matema- 
ticos para los conceptos de estimación y cálculo 
aproximado 


4. FENÓMENOS 


Una tercera vía para establecer el sentido de 
un concepto o estructura matemática consis- 
te en identificar los fenómenos de los que tal 
concepto o estructura surge y a los que organi- 
za. La determinación de esos fenómenos se re- 
laciona con el método del análisis fenomenoló- 
gico propuesto por Hans Freudenthal en su 
texto Didactical Phenomenology of Mathemati- 
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cal Structures (1983). El autor establece como 
fenomenología o análisis fenomenoldgico de un 
concepto, o de una estructura matemática, la 
descripción de los fenómenos para los que tal 
concepto o estructura es un medio de organiza- 
ción, junto con la relación que el concepto tiene 
con los fenómenos. 

Este acercamiento a la construcción del sen- 
tido de un concepto se apoya en la propuesta 
de Freudenthal, en tanto que trata, por un lado, 
de identificar los problemas que dieron origen 
a un concepto a lo largo de la historia y, por 
otro lado, trata de analizar cómo se ha organi- 
zado formalmente el concepto para detectar los 
usos que se le dan en la actualidad. Sin embar- 
go, en este trabajo no seguimos el análisis feno- 
menológico como método; sólo se utiliza para 
identificar dos aspectos singulares: 


1. Los problemas que están en el origen de 
los conceptos matemáticos. 

2. La forma en que está estructurado el 
concepto en la actualidad. 


4.1. Fenómenos desde la historia 
de las matemáticas 


¿Cómo han surgido históricamente los con- 
ceptos matemáticos? ¿Qué problemas solucio- 
naron? ¿Cuáles solucionan actualmente? Las 
respuestas a estas preguntas ponen el acento en 
el uso original y la construcción de los concep- 
tos matemáticos estudiados, que proporcionan 
el estudio de fenómenos históricos. El análisis 
histórico adquiere aquí importancia más allá 
de datos biográficos, anécdotas y curiosidades, 
ya que indaga en los problemas originales de 
los que, conjeturamos, surgieron históricamen- 
te los conceptos matemáticos y las formas pri- 
mitivas de organización de dicho concepto en 
estructuras matemáticas. 


Por ejemplo, los naturales surgen de fenó- 
menos relacionados con: 


e Estudiar la variabilidad o permanencia de 
una cantidad, detectar su constancia, sus 
aumentos o disminuciones, mediante em- 
parejamiento de colecciones de objetos (re- 
baños de ovejas con montones de piedras, 
paso de los días con muescas en huesos...). 
Estos fenómenos dan lugar a la idea de 
emparejamiento o relación biunivoca, pre- 
via a la cosificación de la cantidad. Eviden- 
cias de estos usos se encuentran en las ras- 
tros y huellas más antiguas de reflexión 
matemática de la prehistoria, como son 
palos con muescas para el conteo, o bien 
marcas que se corresponden con unidades. 

+ Establecer una secuencia de sucesos, su 
inicio, su progresión y la relación de cada 
uno de ellos con los que le preceden o le 
siguen. Estos fenómenos dan lugar a la 
idea de sucesor de un término y estuvie- 
ron en el origen de procesos secuenciales 
o inductivos que se identifican en los pri- 
mitivos sistemas organizados para calen- 
darios lunares o solares. 

e Problemas de organización de coleccio- 
nes, acciones de contabilidad para canti- 
dades de una magnitud, o de magnitudes 
distintas, entre las que se encuentran com- 
parar y ordenar cantidades. Histórica- 
mente este empleo de los números se en- 
cuentra en los papiros, tabletas de arcilla 
y otros documentos de las antiguas civili- 
zaciones de Egipto y Mesopotamia. 

e Problemas operatorios de juntar, quitar, 
comparar, reiterar, repartir o combinar. 
Históricamente esos fenómenos se locali- 
zan de modo extenso en documentos de 
las sociedades comerciales de las culturas 
fluviales y mediterráneas, principalmente 
desde mediados del tercer milenio a. C. 
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e Problemas de medida, en situaciones que 
exigen precisión para obtener algún pro- 
ducto o relacionar distancias con sucesos 
regulares, como los relacionados con la 
medida del tiempo, los ciclos lunares, etc. 
La evolución de los sistemas métricos ha 
ido acompañada por el desarrollo de la 
aritmética y el álgebra a lo largo de la his- 
toria. 


Describe fenómenos que estén en el 
origen de las relaciones, formas y figuras de la 
geometría del plano. Señala períodos históricos 
en que surjan los conceptos que proceden de 
tales fenómenos. 


4.2. Estructura formal de un concepto 


En el capítulo 5 se aborda el estudio de la 
estructura conceptual de un tópico matemático 
escolar, poniendo énfasis en la base cognitiva 
de esta categoría y de sus componentes. En oca- 
siones la estructura formal de un mismo con- 
cepto se organiza de formas diferentes, lo que 
proporciona indicaciones acerca de los fenóme- 
nos que organiza y de los que procede. Por 
ejemplo, a finales del siglo XIX el número natu- 
ral se formaliza mediante dos sistemas bien co- 
nocidos: 


e Mediante la axiomatica de Peano, que fun- 
damenta esta estructura en las nociones de 
sucesor y de conjunto inductivo. Esta for- 
malización se vincula con la función ordi- 
nal del número natural. 

e El enfoque propuesto por Cantor, en el 
cual se entiende por número cada una de 
las clases de conjuntos finitos coordina- 
bles entre sí. Esta formalización se sostie- 
ne en la función cardinal del número na- 
tural. 
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Otras aproximaciones estructurales impor- 
tantes para los naturales son las operaciones. 
Las operaciones determinan subestructuras que 
responden a funciones mas específicas: 


e La estructura aditiva de los naturales mo- 
dela y da respuesta a los problemas de 
suma y resta. 

e La estructura multiplicativa modela y da 
respuesta a los problemas de multiplica- 
ción y división. 

e La estructura factorial que modela y da 
respuesta a los problemas de la teoría de 
números. 


Hay evidencias documentales de que el teo- 
rema de Pitágoras, también llamado relación 
pitagórica, es conocido desde la época babiló- 
nica. La tablilla Plimpton 322, documento im- 
portante conservado de esa época, contiene 15 
ternas pitagóricas. 

No hay constancia documental del tipo de 
problema prácticos que los babilonios solucio- 
naron con el teorema de Pitágoras; sí existen 
datos de que en el antiguo Egipto los agrimen- 
sores usaron triángulos de lados 3, 4 y 5 para 
trazar líneas perpendiculares a una dada, a 
modo de escuadra de carpintero. El uso como 
escuadra de estos triángulos también se locali- 
za en India y China, antes que en los Elementos 
de Euclides. 

Otro problema originario del teorema de 
Pitágoras fue la determinación de medidas de 
segmentos (o de áreas) que vinculan los lados 
de triángulos rectángulos. 

Los problemas surgidos en los siglos XVI y XVII 
sobre mecánica y la nueva relación que se esta- 
bleció entre la mecánica y la geometría, brindada 
por el método de coordenadas, son fenómenos 
que están en el origen del cálculo. Entre esos pro- 
blemas están la determinación de tangentes a 
una curva dada y el cálculo de áreas y volúmenes. 
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El cálculo diferencial es, como problema de 
la mecánica, un método para determinar la ve- 
locidad de un movimiento en un instante cuan- 
do se conoce la distancia recorrida en un tiempo 
dado; es equivalente al problema geométrico de 
dibujar la tangente a la curva que representa a 
la dependencia de la distancia con respecto al 
tiempo en dicho instante. 

Complementariamente, el cálculo integral 
es, como problema inverso, un método para de- 
terminar la distancia recorrida cuando se cono- 
ce la velocidad. Como problema geométrico, el 
cálculo integral sirve para calcular el área bajo 
la curva que representa la dependencia de la 
velocidad respecto del tiempo. 

Cambiando la relación distancia-tiempo 
por funciones, en general, se obtienen los pro- 
blemas abstractos del cálculo diferencial e in- 
tegral. 


IEA Mediante una revisión de textos sobre 
historia de la matemática, determina los proble- 
mas que dieron origen a la ecuación cuadrática. 


que se abordaron en la historia de la matemática 
mediante estimación y cálculo aproximado. 


5. SITUACIONES 


Concluimos nuestro acercamiento al senti- 
do de un concepto matemático escolar al estu- 
diar aquellas situaciones en que tiene aplica- 
ción y se trabaja. Las situaciones aportan 
sentido a los contenidos matemáticos en los 
textos escolares en que aparecen, identificando 
ámbitos de actividad y usos del concepto. 

Adoptando el marco del estudio PISA 2012, 
entendemos que la situación en una tarea mate- 
mática es un aspecto del mundo del individuo 
en el cual se aplica un concepto matemático. 


Así, cualquier tarea matemática escolar de ese 
estudio viene asociada a una situación. Esa si- 
tuación está dada por una mención del mundo 
natural, social, cultural o científico en el cual se 
emplaza la tarea propuesta y que centra el tra- 
bajo de los estudiantes. Las situaciones pueden 
ser lugares, momentos, sucesos, noticias, interro- 
gantes u otros. Las situaciones ubican los pro- 
blemas y los ejemplifican, dotando así de senti- 
do al concepto en cuestión. Por ejemplo, los 
números naturales se presentan en situaciones 
diversas (en casa, al hacer la compra, en el co- 
legio), proporcionan sentido al concepto y son 
útiles para resolver determinados problemas. 

El marco del estudio PISA considera cuatro 
tipos de situaciones para analizar y categorizar 
las tareas que se incluyen en las pruebas de eva- 
luación. Estas categorías organizan las situa- 
ciones que se consideran. 


e Personales. 

e Laborales (y educativas). 
e Sociales. 

e Científicas. 


Situaciones personales son aquellas donde 
los problemas se enfocan sobre actividades 
cotidianas de los escolares, ya sea en primera 
persona o en su vida familiar. Ejemplos de si- 
tuaciones personales son la preparación de co- 
midas, los juegos, las compras, los deportes o 
la economía personal. Por ejemplo, los números 
naturales se presentan en situaciones cotidianas 
en las que hay que contar objetos, como al de- 
terminar cuántas estampas faltan para comple- 
tar una colección, identificar si estamos todos 
los que salimos a hacer un paseo en bicicleta, 
etc. La mayor parte de situaciones personales 
requieren del conocimiento de los números pe- 
queños y de sus relaciones aditivas y multipli- 
cativas. Su desconocimiento se denomina anal- 
fabetismo numérico. 
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Ejemplo. Teorema de Pitágoras en situaciones 
personales 


La complejidad de su enunciado dificulta su 
uso en situaciones personales, como podrían 
ser la resolución de puzles o repartos de objetos 
con forma de cuadrado, como un sándwich. 
Como ejemplo de tarea se podría proponer: re- 
cortar rectángulos de cartulina desde una plan- 
tilla irregular, determinar la perpendicularidad 
de una balda de una estantería a la pared o 
trazar una cancha de juego rectangular. 


V= Enuncia una tarea sobre la ecuación 
cuadrática que esté localizada en una situación 
personal. 


estimación y cálculo aproximado que correspon- 
da a una situación personal para estudiantes de 
Secundaria. 


Situaciones laborales o escolares son aque- 
llas situaciones centradas en el mundo del tra- 
bajo. Incluyen acciones como medir, ordenar 
materiales de construcción, control de calidad, 
realizar inventarios, diseño, arquitectura, entre 
otras. Permiten considerar desde trabajos no 
especializados hasta trabajos de alto nivel de 
cualificación. Por este motivo, en este apartado 
se incluyen situaciones referidas al entorno 
educativo. 

Para los números naturales, el mundo del 
trabajo incluye el conocimiento de horarios, re- 
tribuciones, manejo de cuentas corrientes, pa- 
gos y adquisiciones. La administración del 
tiempo, del dinero y la gestión de cantidades de 
determinados materiales forma parte de la 
práctica usual de la población adulta, en toda 
la gama de niveles laborales. 
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Ejemplo. Teorema de Pitágoras en situaciones 
laborales 


El teorema de Pitágoras se usa en multitud 
de situaciones laborales y escolares: situaciones 
de construcción de piezas, construcción de 
puzles (figuras con el Tangram y rompecabe- 
zas), triangulación de polígonos (usando trián- 
gulos rectángulos), triangulación de estructuras 
con triángulos rectángulos (puentes), medición 
mediante triangulación, construcción de teja- 
dos o formas hastiales. En general, siempre que 
sea necesario construir ángulos «grandes» 
como entre paredes de edificio, en campos de 
fútbol, etc. Ejemplo de tarea concreta es la de- 
terminación de la longitud de un cable de ama- 
rre para que un poste de determinada longitud 
quede perpendicular al suelo. 


IMA Enuncia una tarea escolar sobre la 
ecuación cuadrática que esté localizada en una 
situación laboral. 


estimación y cálculo aproximado que presenten 
situaciones laborales o escolares para estudian- 
tes de secundaria. 


Situaciones sociales son aquellas que se re- 
fieren a la comunidad local, nacional o global, 
en las que se observan determinados aspectos 
del entorno. Se pueden incluir cuestiones como 
las relativas a los sistemas electorales, transpor- 
te público, políticas gubernamentales, proble- 
mas demográficos o publicidad, gestión de re- 
cursos, y otras. 

Los números naturales muestran su utilidad 
cuando, por ejemplo, se usan para interpretar, 
analizar y evaluar información numérica que se 
encuentra en los medios de comunicación o en 
la toma de decisiones políticas. 
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Una situación de un concierto de rock en la 
que se pretende estimar el número total de asis- 
tentes puede ser un ejemplo de situación social 
si la pregunta se sitúa a nivel de su organiza- 
ción, a pesar de que se basa en la experiencia 
personal. 


Ejemplo. 
sociales 


Teorema de Pitágoras y situaciones 


El arte sistematiza y recoge múltiples situa- 
ciones de aplicación del teorema de Pitágoras. 


WAS = fe: Describe una situación social en la que 
se pueda enmarcar una tarea sobre la ecuación 
cuadrática. Enuncia dos tareas en esa situación. 


estimación y cálculo aproximado que correspon- 
dan a una situación laboral o escolar para estu- 
diantes de Secundaria. 


Situaciones científicas, que se relacionan 
con la aplicación de las matemáticas al mundo 
natural y responden a cuestiones relacionadas 
con la ciencia y la tecnología. Muchas de las 
disciplinas científicas o técnicas hacen uso téc- 
nico específico, en ocasiones muy elaborado, de 
los conceptos y estructuras numéricas. Pueden 
incluir conceptos como clima, ecología, medi- 
cina, astronomía, genética... 


Ejemplo. Teorema de Pitágoras en situaciones 
científicas 


En geología hay procedimientos que requie- 
ren triangulaciones, como el seguimiento de la 
actividad de los terremotos, de los que resultan 
dos tipos de onda. Triangulando la distancia 
que viaja la onda más rápida con la de la onda 


más lenta se puede determinar el epicentro de 
un terremoto. 

Se usa en cualquier situación que requiera 
la localización de objetos (navegación, localiza- 
ción de naves espaciales, uso del GPS...). 

Para determinar trayectorias de un proyec- 
til, como los investigadores forenses, cuando 
determinan la trayectoria de una bala usando 
el teorema de Pitágoras. 


INES EF Enuncia dos tareas sobre ecuación 


W= ek Identifica y describe tres tareas sobre 
estimación y cálculo aproximado que correspon- 
dan a distintas situaciones científicas. 


6. ESTUDIO DEL SENTIDO 
PARA UN CONCEPTO 
DETERMINADO 


A continuación realizamos un resumen de 
los elementos o componentes del sentido para 
distintos conceptos, según las categorías consi- 
deradas. 


6.1. Estudio del sentido 
para los números naturales 


En primer lugar consideramos los términos 
que se usan para referirse a número o a número 
natural. Muchos de estos términos han apare- 
cido en la estructura conceptual: cantidad, va- 
lor, número, posición, etc. 

Después se plantean respuestas a la pregun- 
ta ¿para qué se usan los números naturales? Las 
respuestas obtenidas son: para contar, para 
cuantificar, para medir, para ordenar, para ope- 
rar y para etiquetar. 
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Los problemas a los que originalmente dio 
respuesta el número natural que hemos evoca- 
do fueron: los problemas de emparejamiento o 
coordinación entre conjuntos, problemas de 
comparación de cantidades, problemas opera- 
torios y problemas de medida. Además, la re- 
visión de la forma actual ha proporcionado las 
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aportaciones cardinal de Cantor y ordinal de 
Peano. Finalmente, los números naturales se 
pueden aplicar en diversas situaciones y con di- 
ferentes usos. 

La tabla 7.1 resume la información surgi- 
da al estudiar los sentidos de los números na- 
turales. 


TABLA 7.1 


Resumen de elementos de sentido de los números naturales 


Términos Contextos 


Fenómenos 


Situaciones 


e Cantidad. e Contar. 

e Posición. e Cuantificar. 
Medir. 
Ordenar. 
Posicionar. 


+ Número. e Medir. 


e Valor. e Ordenar. 
e Dígito. e Operar. 
e Cifra. e Etiquetar. 


W= A0 Construye una tabla, similar a la ante- 
rior, que resuma la información surgida de las 
actividades referentes a la ecuación cuadrática. 


6.2. Estudio del sentido 
en la estimación y el cálculo 
aproximado 


Los expertos consideran cuatro contextos 
que dan sentido a la estimación. Estos contex- 
tos responden a la pregunta: ¿qué tipo de pro- 
blema resuelve la estimación? 


1. La imposibilidad de determinar un va- 
lor exacto. 

2. La imposibilidad de tratamiento numé- 
rico exacto. 

3. Las limitaciones humanas y la carencia 
de medios. 

4. La consistencia de la información. 
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Comparar cantidades. 
Determinar cantidades. 


Personales: contar, comparar, calcular. 
Laborales y educativas: calcular, medir. 
Sociales: contar, cuantificar, medir, 
calcular. 
Científicas: contar, cuantificar, medir, 
calcular. 


Además, para cada uno de esos contextos 
contemplan aquellos fenómenos que han hecho 
necesaria la estimación. A esa información aña- 
den situaciones concretas, con lo cual obtienen 
una serie de usos de la estimación, que amplían 
el sentido y enriquecen el significado del con- 
cepto. 


Imposibilidad de determinar un valor 
exacto 


Hay gran variedad de situaciones en las que 
no es posible conocer los valores exactos de las 
cantidades que en ellas intervienen. En estos 
casos, cuando se desea tratar las situaciones 
cuantitativamente se hace necesaria la estima- 
ción. Se asocian tres fenómenos a este primer 
contexto: 


a) El valor es desconocido. Un ejemplo de 
situación científica es la regresión li- 
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b) 


neal. Se calcula, a partir de unos valores 
conocidos, el valor aproximado de una 
cantidad que se desconoce. 

El valor es variable. Un ejemplo de si- 
tuación pública es la información me- 
teorológica. La temperatura, la proba- 
bilidad de lluvia, la presión atmosférica 
y otros datos en un lugar concreto y un 
período de tiempo determinados son 
estimaciones que se obtienen al calcular 
el promedio de los distintos valores ob- 
tenidos en ese período de tiempo. 

Las limitaciones de las medidas. Un ejem- 
plo de situación científica es el método 
del carbono-14. A partir de la compara- 
ción de las cantidades de carbono-14 y 
carbono-12 presentes en un cuerpo se 
estima el tiempo transcurrido desde su 
muerte: cada 5.568 años, aproximada- 
mente, la cantidad de carbono-14 se re- 
duce a la mitad, mientras que la canti- 
dad de carbono-12 se mantiene estable. 
Es un cálculo aproximado, no exacto. 


Imposibilidad de tratamiento numérico 
exacto 


Existen cuestiones en las que, si bien cono- 
cemos el valor exacto de una medida, el sistema 
numérico resulta insuficiente para tratar de for- 
ma exacta determinados valores. Encontramos 
cuatro fenómenos asociados a este contexto: 


a) 


b) 


Limitaciones del dominio. Un ejemplo 
de situación pública es el cálculo de va- 
lores que sólo tienen sentido expresados 
como número natural. Por ejemplo, la 
media de número de hijos por unidad 
familiar en España. 

Limitaciones del sistema decimal y de 
los algoritmos. En una situación labo- 
ral (educativa) el sistema decimal no 


c) 


puede expresar todos los números con 
una cantidad finita de cifras decimales. 
Debido a esta limitación, cuando tra- 
bajamos con algunos números irracio- 
nales, como z, se parte de una aproxi- 
mación: 3,14, u otra dependiendo de la 
situación. 

Cálculo con estimaciones. Un ejemplo 
de situación pública en la que se reali- 
zan cálculos con números que son esti- 
maciones previas puede surgir al contar 
las personas que asisten a una manifes- 
tación. 

Márgenes de seguridad. Sobreestima- 
ción de los valores para contar con cier- 
to margen de error, ampliamente utili- 
zado en situaciones de la vida real. Por 
ejemplo, una situación personal puede 
ser estimar mal el tiempo de prepara- 
ción para ir al instituto (desayunar, ves- 
tirse, caminar). 


Limitaciones humanas y carencia 
de medios 


Uno de los motivos para estimar es debido 
a las propias limitaciones de la persona (caren- 
cias al tratar con números grandes o números 
decimales) o bien su carencia de medios (calcu- 
ladora, ordenador, móvil). Fenómenos que se 
asocian son: 


a) 


b) 


Claridad numérica. Cuanto más sencilla 
sea la combinación de potencias de 
diez, más fácil resulta hacerse una idea 
de ese número. Una situación pública es 
una noticia de prensa sobre la variación 
en el número de parados en España en 
un intervalo de tiempo. 

Facilitación del cálculo mental. Por ejem- 
plo, redondear unas notas para calcular 
la media es una situación personal. 
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Consistencia de la información 


Por consistencia de la información se en- 
tiende la coherencia interna entre los distintos 
datos que componen una información. Un po- 
sible fenómeno asociado podría ser: 


a) Mismo orden de unidades a la hora de 
expresar valores numéricos que confor- 
man una unidad de información. Por 
ejemplo, en una situación laboral, como 
la comparación de características técni- 
cas de algunos modelos de automóviles 
(consumo de combustible a una veloci- 
dad dada, superficie habitable, velocidad 
punta, etc.). 


Realiza una tabla en la que se sinteti- 
cen los términos, situaciones, modos de uso y 
fenómenos que aparecen en este epígrafe sobre 
estimación. 


7% BALANCE 


El sentido de un concepto matemático esco- 
lar es central en su significado. Consiste tanto 
en la forma de entender el concepto como en la 
finalidad de sus modos de uso. El primer punto 
de vista, la forma de entender el concepto, es 
más cercana al profesor, quien, por su forma- 
ción, encuentra sentido en la forma de usar la 
noción y en las relaciones internas de los com- 
ponentes estructurales que maneja. La segunda 
acepción, su finalidad, resulta más cercana al 
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estudiante, quien necesita saber para qué sirve 
lo que estudia. Por tanto, el sentido es dinámi- 
co y plural, y por ello su toma en consideración 
parcial proporciona diferentes significados de 
cada concepto, que debe introducir en la plani- 
ficación e ir ampliando a lo largo del período 
escolar. Hablamos así de dar o dotar de sentido, 
con el fin de ampliar el significado de un con- 
cepto. 

El análisis de contenido de un concepto ma- 
temático escolar completa la estructura con- 
ceptual y los sistemas de representación con un 
análisis del sentido. El sentido de las nociones 
y conceptos matemáticos se manifiesta me- 
diante: 


e Diversidad de términos y usos cotidianos 
(lenguaje, terminología y uso). 

e Cuestiones a las que da respuesta (con- 
textos). 

e Diversidad de fenómenos que organiza 
del mundo natural y social en que se ori- 
gina (análisis de los fenómenos). 

e Situaciones del mundo natural y social en 
que se aplica (situaciones). 


Una vez organizados estos componentes, 
podrá identificar y precisar los sentidos que 
incluye cada concepto matemático escolar, se- 
leccionar los adecuados al curso y a los alum- 
nos, plantear demandas cognitivas que aludan 
a situaciones y contextos que enriquecen el 
concepto, o destacando que las matemáticas 
son una herramienta para solucionar proble- 
mas de la vida real. 


Significados de los contenidos matemáticos 


LUIS RICO ROMERO 


INTRODUCCIÓN 


En este capítulo hacemos balance de los capí- 
tulos del segundo bloque, dedicados en su con- 
junto a trabajar la dimensión cultural-conceptual 
del currículo mediante el estudio del significado de 
los contenidos matemáticos escolares. Estos sig- 
nificados se identifican y estructuran mediante un 
sistema de categorías y componentes, establecido 
por tres organizadores curriculares, a cada uno de 
los cuales hemos dedicado un capítulo. Los com- 
ponentes del significado, descritos para cada con- 
tenido matemático escolar, son parte inherente de 
los contenidos didácticos que debe conocer el 


profesor de matemáticas. Los contenidos didácti- 
cos relativos al significado describen la arquitec- 
tura de ideas que sustenta el profesor sobre cada 
uno de los contenidos matemáticos. Obviamente, 
en ningún caso los contenidos didácticos son 
apropiados para su enseñanza explícita a los es- 
colares. 

Las ideas que han servido para organizar los 
capítulos 5 a 7, dedicados a cada una de las cate- 
gorías del análisis de los significados de los conte- 
nidos matemáticos escolares, según la dimensión 
cultural-conceptual, se resumen en la tabla 8.1: 


TABLA 8.1 


Sistema para analizar el significado del contenido matemático escolar 


Dimensión cultural conceptual 


Objeto de estudio 


Significados de los contenidos matemáticos escolares. 


Método 


Análisis didáctico de los contenidos matemáticos escolares. 


Organizadores curriculares 


Estructura conceptual. 


Sistema de representación. 


Sentidos y modos de uso. 


Componentes para el estudio de los organizadores 


Propiedades formales/funcio- 
nalidad cognitiva/actitudes. 


Representaciones gráficas, sim- 
bólicas y numéricas. Modelos. 


Términos/contextos/fenóme- 
nos/situaciones. 
Evolución histórica. 
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TABLA 8.1 (continuación) 


Dimensión cultural conceptual 


Síntesis 


Significados de los contenidos para su aprendizaje y enseñanza. 


Mapas conceptuales. 
rios. 


Focos conceptuales priorita- 


Selección de contenidos para 
su planificación. 


1. SIGNIFICADO DE UN CONCEPTO: 
ANTECEDENTES 


A finales del siglo XIX Frege establece, me- 
diante una serie de trabajos, la diferencia entre 
signo y significado y, dentro del significado de 
un término, distingue entre sentido y referencia. 
Esta distinción la enuncia, en primer lugar, 
para los términos o nombres propios, y la ex- 
tiende posteriormente a enunciados, proposicio- 
nes y conceptos. 

Con las nociones de sentido y referencia 
Frege marcó la moderna teoría semántica. La 
hipótesis central la establece en el trabajo Uber 
Sinn und Bedeutung (1892)', para nombres pro- 
pios u objetos: 


Es natural entonces que a un signo (nom- 
bre, unión de palabras, signo escrito), además 
de lo designado, que podría llamarse la referen- 
cia del signo, va unido lo que yo quisiera llamar 
el sentido del signo, en el cual se halla conteni- 
do el modo de darse. (...) Un nombre propio 
expresa su sentido, se refiere a su referencia o la 
designa. Con un signo expresamos su sentido y 
designamos su referencia (op. cit., pp. 173-177). 


Así pues, Frege establece un primer triángu- 
lo semántico Signo-Sentido-Referencia. Actua- 


| Frege, G. (1996). Sobre sentido y referencia. En Es- 
critos Filosóficos. Madrid: Editorial Tecnos. 


liza una tradición que inicia Aristóteles, según 
la cual las palabras son los signos de las ideas y 
las ideas son los signos de las cosas. 

La búsqueda de la verdad es lo que incita a 
avanzar del sentido a la referencia. Por ello, de 
acuerdo con su preocupación por el fundamen- 
to lógico, establece que la referencia de un 
enunciado es su veracidad o falsedad y su sen- 
tido es el pensamiento que expresa: 


La búsqueda de la verdad es la que incita 
a avanzar del sentido a la referencia. El valor 
veritativo de un enunciado es su referencia. (...) 
Cada enunciado asertivo, en el que tenga im- 
portancia la referencia de las palabras, debe ser 
considerado, pues, como un nombre propio, y 
su referencia, caso de que exista, es o bien lo 
verdadero o bien lo falso (op. cit. p. 180). 


La referencia, lo que marca la objetividad 
para un enunciado, es su veracidad. Al igual que 
la referencia de un nombre propio es el objeto 
que designa, un término conceptual se refiere a 
un concepto, si se emplea de modo conveniente 
en lógica. Así pues, Frege establece las nociones 
de sentido y referencia para un término concep- 
tual; de estas nociones afirma: «El término con- 
ceptual debe tener un sentido y, para su uso cien- 
tífico, una referencia» (op. cit., p. 206). Extiende 
así a los conceptos el triángulo semántico. 

En la noción de Frege sobre el significado de 
un concepto, el triángulo semántico viene dado 
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por el signo o término con el que se expresa, por 
su referencia o concepto propiamente, y por su 
sentido o modo en que vienen dados los objetos que 
caen bajo el concepto. Por eso se habla del trián- 
gulo Simbolo-Concepto-Objeto para establecer 
la noción de significado de un concepto dentro del 
marco referencial establecido por Frege. 


1.1. Significado de un contenido 
en la matemática escolar 


Los términos y conceptos matemáticos por 
cuyo significado nos interesamos son de la ma- 
temática escolar. Por tanto, los términos que se 
usan y los conceptos que representan corres- 
ponden a nociones socialmente útiles y cultu- 
ralmente relevantes, que se transmiten por el 
sistema educativo para la formación de todos 
sus ciudadanos. 

La extensión y profundidad de los aprendi- 
zajes que realizan los escolares en el aula (y, por 
consiguiente, la calidad de su aprendizaje) se rea- 
liza atendiendo a los distintos modos de expre- 
sión y de uso con que se manejen esos contenidos, 
a la capacidad para conectar diversas estructuras 
y utilizar diferentes procedimientos, y a la diver- 
sidad de los problemas que pueden interpretar, 
abordar y resolver; en definitiva, considerando 
la riqueza de conexiones —de significados— que 
se establecen para una determinada noción o 
conjunto de nociones matemáticas. 

Las conexiones internas refuerzan el len- 
guaje matemático, proporcionan referentes al 
término por medio de sus vínculos con la es- 
tructura conceptual en la que el contenido 
expresado se inserta y le proporcionan objeti- 
vidad y potencial argumentativo. Las conexio- 
nes externas aportan sentidos basados en la 
experiencia propia o en la experiencia cultu- 
ralmente acumulada y compartida, incorpo- 
ran modos de actuar ante situaciones, abordan 


© Ediciones Pirámide 


Significados de los contenidos matemáticos / 155 


problemas, procesan información y se ajustan 
a modelos. 

Las matemáticas son un modelo paradigmá- 
tico de proporcionar significado a expresiones 
abstractas, que no corresponden a objetos o pro- 
piedades físicas, pero que satisfacen un marco de 
experiencias estructuradas, relacionadas con las 
acciones de clasificar, contar, ordenar, situar, re- 
presentar, medir, expresar armonía, buscar rela- 
ciones y regularidades, jugar y explicar. 


1.2. El análisis didáctico en la obra 
de Félix Klein 


Nuestra interpretación de Frege centra el sig- 
nificado de los contenidos matemáticos en su 
adecuación a principios lógicos y formales, en el 
sistema de signos que emplea y en los distintos 
sentidos con que se utilizan. 

Esta interpretación viene refrendada por 
Klein, contemporáneo de Frege, quien en su tra- 
bajo Matemática Elemental vista desde un punto 
de vista superior”, editada en 1910, pone a prue- 
ba y utiliza las mencionadas componentes del 
significado de un contenido matemático escolar 
como categorías para elaborar una propuesta 
de formación de profesores de matemáticas de 
Secundaria, fundada en un análisis implícito de 
contenido, tal y como lo venimos discutiendo. 

El plan de trabajo de Klein destaca: 


+ Enlazar los problemas de diferentes disci- 
plinas (...) y enfatizar la relación entre esos 
problemas y las matemáticas escolares. 

e Extraer del cuerpo de conocimientos (aca- 
démicos) un estímulo para la actividad 
docente. Influir sobre los problemas de la 
enseñanza. 


2 F, Klein, CINDOC: http://divulgamat2.ehu.es/di- 
vulgamat15/index.php?option = com_content&id = 9462: 
matemca-elemental-desde-un-punto-de-vista-superior- 
aritmca-lgebra-ansis&directory = 67 
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Félix Klein (1849-1925) 


Gottlob Frege (1848-1925) 


Figura 8.1 


e Aprovechar la experiencia de los cursos 
impartidos en la universidad. 

e Presentar en formato de libro los textos 
escritos para el conocimiento matemático 
avanzado de los profesores de Secundaria. 


El objetivo del libro que plantea Klein abor- 
da diferentes maneras en que el problema de la 
enseñanza puede presentarse al matemático. 
Para ello se centra en los avances producidos 
en el objeto de esa enseñanza: 


Explicar (...) desde el punto de vista de la 
ciencia moderna (...) tanto el contenido como 
los fundamentos de la materia (...) prestando 
la debida atención a los métodos de enseñan- 
za más habituales. 

Llamar la atención de los profesores de 
matemáticas de Secundaria sobre la trascen- 
dencia de sus estudios académicos en su labor 
profesional, en particular de sus estudios de 
matemáticas puras (op. cit.). 


Las principales ideas se presentan en los dos 
prólogos y en la introducción de la obra. Mues- 


= BIBLIOTECA MATEMÁTICA = 
Dinecrom J. REY PASTOR 


FELIX KLEIN 


MATEMATICA ELEMENTAL 


DESDE UN PUNTO DE VISTA SUPERIOR 


ARITMETICA - ALGEBRA - ANALISIS 


Traducción de ROBERTO ARAUJO 
Cotedriian de la Faceted de Conoas 
ee vaisacia 


MADRID 


Figura 8.2 


tran a Klein como un didacta cercano y certero, 
que responde a los retos de la educación ma- 
temática del momento mediante ideas que ex- 
presan profundidad y fuerza, amplitud de pen- 
samiento e interés por lograr buenos y bien 
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formados profesores de matemáticas. Destaca 
su preocupación por la formación adecuada del 
profesor de matemáticas, singularmente de Se- 
cundaria. Los principios y consideraciones di- 
dácticas defendidos destacan su modernidad. 


2. LOS CONTENIDOS ESCOLARES 
EN EL CURRÍCULO 
DE MATEMÁTICAS 


Por contenido matemático escolar se entien- 
de, en términos generales, un conjunto organiza- 
do de conocimientos matemáticos de un deter- 
minado ciclo educativo con los que un profesor 
trabaja, sobre los que planifica para llevar a cabo 
su enseñanza y lograr su aprendizaje por los es- 
colares. Estos sistemas vienen recogidos en la 
normativa y responden a distintos criterios, 
como se ha mostrado en el capítulo 4. 

En este capítulo elegimos como ejemplo 
para su desarrollo y análisis el tema «Números 
irracionales y números reales». Es una estruc- 
tura matemática cuya enseñanza se sitúa entre 
el segundo ciclo de Secundaria Obligatoria y el 
primer curso de Bachillerato. La tabla 8.2 (véa- 
se la página siguiente) resume los contenidos 
que establecen ese tema según la normativa de 
tres propuestas curriculares distintas, que han 
estado en vigor entre 2000 y 2015. 


Identifica en el currículo actual qué 
contenidos describen el tema Números irraciona- 
les/numeros reales. 

Compara las coincidencias y diferencias entre 
los contenidos de los distintos programas. 

Señala las similitudes entre los dos últimos 
programas de la tabla. 


Cuando abordamos un tema o un concepto 
matemático escolar desde una perspectiva cu- 
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rricular, lo hacemos en ese marco, con las di- 
mensiones y niveles que lo estructuran y orga- 
nizan. Los contenidos son parte inherente de la 
estructura curricular, elementos de su dimen- 
sión cultural y conceptual, cuya competencia 
corresponde a la administración educativa, na- 
cional y autonómica. Un primer paso para el 
análisis del significado de los contenidos de un 
tema matemático escolar consiste en identificar 
dichos contenidos en la normativa. 


2.1. Klein y el análisis del significado 
de los conceptos numéricos 


La obra de Klein muestra los desarrollos y 
tratamientos propuestos para las generalizacio- 
nes del concepto de número. Dichos tratamien- 
tos se organizan según los componentes del 
significado de los conceptos matemáticos esco- 
lares, a los que añade en cada caso una reflexión 
sobre la historia del concepto. Estos trabajos 
ejemplifican magistralmente cómo las catego- 
rías del análisis didáctico contribuyen al cono- 
cimiento del profesor sobre los contenidos ma- 
temáticos escolares. 


Localiza en la obra de Félix Klein el 
capítulo 1: Calculando con los números natura- 
les. Identifica los datos que corresponden a cada 
uno de los organizadores para analizar el signifi- 
cado del concepto de número natural. 


Los diferentes significados de un concep- 
to matemático vienen dados por la(s) estruc- 
tura(s) conceptual(es) en que se inserta, por 
el (los) sistema(s) de representación que lo 
representa(n), y por los contextos y fenómenos 
de los que surge y los términos y situaciones 
que le dan sentido. Por una parte, se deriva que 
hay una multiplicidad de significados para un 
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TABLA 8.2 


Contenidos curriculares para el tema «números irracionales y números reales», 


según distintas normativas 


Contenido para «Números irracionales y números reales» en el currículo de matemáticas 


R. D. 3473/2000, Modifica- 
ción de Enseñanzas Mini- 
mas para ESO (LOGSE). 


Orden ECI/2220/2007, que establece el 
Currículo para la ESO (LOE). 


R. D. 1105/2014, que establece el 
currículo de la ESO y Bachillerato 
(LOMCE). 


Contenidos cuarto curso de ESO 


Iniciación al número real. 
La recta real. 

Notación científica. Opera- 
ciones en notación científica. 
Potencias de exponente 
fraccionario y radicales. 


Números que no se pueden expresar en 
forma de fracción. Números irracionales. 
Representaciones de números en la recta 
real. Ordenación. 

Valor absoluto. Intervalos y semirrectas. 
Significados y formas de expresar un in- 
tervalo. 

Interpretación y uso de los números rea- 
les en diferentes contextos, eligiendo la 
notación y aproximación en cada caso. 
Expresión de raíces en forma de poten- 
cia. Radicales equivalentes. Compara- 
ción y simplificación de radicales. 
Jerarquía y propiedades de las operacio- 
nes combinadas de números reales; po- 
tencias de exponente entero y fracciona- 
rio y radicales sencillos. 


Reconocimiento de números que 
no pueden expresarse en forma de 
fracción. Números irracionales. 
Representación de números en la 
recta real. Intervalos. 
Diferenciación de números racio- 
nales e irracionales. Expresión de- 
cimal y representación en la recta 
real. 

Potencias de exponente entero o 
fraccionario y radicales sencillos. 
Interpretación y uso de los núme- 
ros reales en diferentes contextos, 
eligiendo la notación y aproxima- 
ción adecuadas en cada caso. 


Contenidos primer curso de Bachillerato 


Números reales. La recta 
real: distancias e intervalos. 
Sucesiones numéricas. El 
número e. Logaritmos deci- 
males y neperianos. 


Números reales. Valor absoluto. Des- 
igualdades. Distancias entre la recta real. 
Intervalos y entornos. 

Aproximación decimal de un número 
real. Estimación, redondeo y errores. 


Números reales: necesidad de su 
estudio para la comprensión de la 
realidad. Valor absoluto. Desigual- 
dades. Distancias en la recta real. 
Intervalos y entornos. Aproxima- 
ción y errores. Notación científica. 


mismo concepto matemático, ya que hay di- 
versos sistemas de signos para su representa- 
ción e, igualmente, hay diversos términos, con- 
textos, fenómenos y situaciones que se refieren 
y dan distintos sentidos a un mismo concepto. 
Por eso es factible aceptar una pluralidad de 


significados para un mismo concepto matemá- 
tico. 

La tabla 8.3 muestra un guión con el análisis 
de contenido que realiza Klein sobre números 
irracionales en su obra Matemática Elemental 
vista desde un punto de vista superior. 
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TABLA 8.3 


Contenidos sobre la estructura de los números irracionales para profesores 


Capítulo 2. Apartado 3: Los números irracionales 


Signos y representaciones: 

Geométrica, hipotenusa de un triángulo rectángulo. 
Notación decimal no periódica. 

Punto de la recta real. 


Sentidos y modo de uso: 

Origen del concepto en la intuición geométrica. 

Necesidad de dar significado a la notación decimal no periódica. 
Limitaciones de la percepción espacial. Umbral de percepción. 
Imposibilidad de medir longitudes menores que la micra. 

Disyuntiva entre aproximación y precisión en la medida de cantidades. 


Historia: 

Pitágoras y la diagonal del cuadrado. Hecatombe. 

Demostraciones de la irracionalidad de V2. 

Euclides: racionalidad e irracionalidad en las relaciones entre dos segmentos. 

Siglo xvi: fracciones decimales y notación decimal; tablas de logaritmos. Periodicidad y no periodicidad. 
Cantor y Dedekind. 


Estructura conceptual: 

Concepto de cortadura. Tipos. Números racionales e irracionales. 

Igualdad de números definidos mediante cortaduras. 

Principio de monotonía para las operaciones. 

Axioma de Cantor: identificación de los números reales y los puntos de la recta. 
Exactitud formal de una medida y aproximación en la práctica. 

Concepto de irracional como parte del marco formal. 

Aproximación de un irracional mediante un racional. 


Compara los datos de la tabla 8.2 con 2.2. Sobre la noción de contenido 
los de la tabla 8.3. Señala sus semejanzas y di- 


ferencias. El contenido es una noción curricular que 


se ubica en un nivel de planificación. Este tér- 


Determinar los significados más relevantes 
de cada concepto es uno de los retos de la en- 
señanza/aprendizaje de las matemáticas, tarea 
que han de llevar a cabo los profesores para 
transmitir a los estudiantes los significados cul- 
tural y científicamente prioritarios. En este caso 
estamos ante un doble reto para el diseño cu- 
rricular y la formación del profesorado. 
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mino se utiliza con distintos sentidos, los cuales 
conviene precisar. En primer lugar tenemos el 
curriculo oficial, que, como hemos ejemplifica- 
do en la tabla 8.2, marca un contenido básico 
o Programa oficialmente establecido por la ad- 
ministración u organismo educativo responsa- 
ble. El Programa es un documento que incluye 
una descripción global escueta de temas y deli- 
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mita unos bloques de contenidos. El Programa 
marca los conceptos y procedimientos singula- 
rizados por temas de referencia, que constitu- 
yen la formación matemática básica de todos 
los ciudadanos de un país o comunidad, social- 
mente compartidos y cuyo dominio es objeto 
de evaluación institucional. Este documento 
técnico tiene carácter normativo, está integrado 
en la correspondiente propuesta curricular e in- 
cumbe a la administración educativa. Para el 
caso de las matemáticas escolares, sus funciones 
son: enumerar las estructuras matemáticas que 
deben enseñar los profesores y aprender los 
escolares, delimitar su extensión y alcance, es- 
tablecer ciertas prioridades, secuenciar su de- 
sarrollo, enfatizar algunas conexiones y desta- 
car procedimientos. 

Los contenidos del Programa o contenidos 
prescritos se presentan en el currículo conecta- 
dos con los objetivos, orientaciones metodoló- 
gicas y criterios de evaluación. Al profesor, 
como responsable inmediato del diseño e im- 
plementación del currículo de matemáticas, 
corresponde un conocimiento técnico bien fun- 
dado de tales contenidos. El dominio del pro- 
grama establece un conocimiento básico para 
un profesor sobre el contenido matemático es- 
colar. 


2.3. Contenidos y niveles 
en la estructura del currículo 


El nivel curricular más general que conside- 
ra el análisis del contenido matemático escolar 
es el nivel teleológico o de finalidades, que con- 
templa las matemáticas como parte de la histo- 
ria y de la cultura, cuyo significado se manifies- 
ta en la respuesta a unas finalidades específicas. 
Una información estructurada que organice el 
conocimiento en este nivel es necesaria para 
que el profesor la pueda contemplar en la di- 


mensión conceptual y ocuparse de esas finali- 
dades. 

Las disciplinas matemáticas formales cons- 
tituyen un segundo nivel en esta dimensión del 
currículo. Hay distintas materias, cada una de 
las cuales tiene como objeto propio los con- 
tenidos de una rama determinada de las ma- 
temáticas. Sus nombres propios usuales son, 
entre otros, Aritmética, Geometría, Magnitu- 
des, Lógica, Álgebra, Teoría de Números, Fun- 
ciones, Cálculo, Estadística, Probabilidad, Re- 
solución de problemas y Modelización. El 
profesor de matemáticas debe disponer de co- 
nocimiento técnico específico de estas discipli- 
nas, como señala Klein, acordes con el nivel 
docente en que tenga que ejercer su actividad 
y los contenidos de los programas correspon- 
dientes. 

También se consideran parte del conoci- 
miento académico disciplinar los contenidos 
específicos de la Historia de la Matemática, la 
Filosofía y Fundamentos de la matemática, con 
ellos relacionados. Averiguar e interpretar la 
evolución histórica de un determinado conte- 
nido proporciona conocimientos y recursos que 
pueden contribuir decisivamente a su enseñan- 
za y aprendizaje. 


3. CONTENIDO DIDÁCTICO DEL TEMA 
DE LOS IRRACIONALES 


En un tercer nivel, el contenido didáctico 
propiamente dicho, se caracteriza como cono- 
cimiento experto del profesor acerca de los 
significados de los contenidos matemáticos es- 
colares. Esos significados son inherentes al 
trabajo del profesor de matemáticas, están ins- 
titucionalmente fundados y socialmente es- 
tablecidos. Hemos dedicado a su estudio tres 
capítulos, cada uno de los cuales aborda uno 
de los organizadores curriculares o catego- 
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rías de análisis identificadas. En primer lugar, 
las propiedades formales y la funcionalidad 
cognitiva de los distintos contenidos, en se- 
gundo lugar sus distintos sistemas de represen- 
tación y reglas de transformación y, en tercer 
lugar, los sentidos y modos de uso para los que 
tales contenidos se utilizan. Este nivel contem- 
pla el análisis didáctico de los contenidos se- 
gún esos organizadores, para generar el cono- 
cimiento que requiere la actividad del profesor 
de matemáticas y fundamentar su competen- 
cia profesional. 

La planificación es el cuarto nivel en que se 
abordan los contenidos, se estructuran median- 
te unidades didácticas y se desglosan en pro- 
puestas específicas para cada uno de los temas. 
En ese nivel se toman decisiones, se establecen 
prioridades y se destacan aquellos significados 
de los contenidos que concretan un programa. 
Las unidades didácticas ejemplifican cada con- 
tenido de un tema y de un programa concreto, 
mediante su organización y planificación según 
distintas modalidades y componentes que co- 
rresponden a los significados de los conceptos 
implicados. 


3.1. Estructura conceptual del tema 
de los irracionales 


Centrándonos en el tercer nivel curricular 
anterior, revisamos sus organizadores para el 
análisis del contenido. Hemos llamado Estruc- 
tura conceptual al primero de los sistemas de 
categorías u organizadores que identifica los 
aspectos formales y los cognitivos con que 
se caracterizan y describen los contenidos 
cuyo estudio se considera. Los aspectos for- 
males se establecen en términos de nociones, 
conceptos, propiedades, razonamientos y de- 
mostraciones matemáticas. Los aspectos cog- 
nitivos se especifican en términos de la dico- 
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tomía conceptual/procedimental, procedente 
del marco del procesamiento de la informa- 
ción y los niveles establecidos por la psicología 
cognitiva. 

Los aspectos formales y los cognitivos se 
complementan para describir las matemáti- 
cas escolares, ya que, por un lado, responden 
a unos criterios lógicos que establecen la vera- 
cidad o falsedad de los correspondientes enun- 
ciados y proposiciones, mientras que, en cuan- 
to objetos específicos para el aprendizaje y la 
enseñanza, quedan descritos como formas de 
pensamiento que se centran en la elaboración 
de conceptos, en sus relaciones y en sus proce- 
dimientos y funcionalidad para abordar pro- 
blemas. 

La estructura conceptual de un determina- 
do contenido matemático escolar se suele sin- 
tetizar mediante uno o varios mapas concep- 
tuales, que muestran las ideas y relaciones de 
los principales conceptos que lo configuran. 
Al estudio y ejemplificación de la estructura 
conceptual de un contenido matemático escolar 
específico hemos dedicado el capítulo 5 del 
libro. 

Incluimos en la tabla 8.4, como ejemplo, 
una clasificación de los contenidos que delimi- 
tan la estructura conceptual del tema «Núme- 
ros irracionales y reales» mediante los criterios 
cognitivos presentados en los capítulos 4 y 5 y 
la información recogida en las tablas 8.2 y 8.3 
de este mismo capítulo. Este análisis es requisi- 
to imprescindible que contribuye a identificar 
y establecer focos prioritarios a partir de los 
cuales estructurar una propuesta didáctica so- 
bre el tema en cuestión. 


Revisa un libro de texto actual que tra- 
baje este tema, e identifica los contenidos concep- 
tuales, procedimentales y actitudinales que en él 
se tratan. Señala las ausencias más destacables 
para este tema en dicho libro. 
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TABLA 8.4 


Clasificación cognitiva de contenidos del tema «Números irracionales y reales» 


Análisis y clasificación cognitiva de los contenidos sobre irracionales 


Contenidos conceptuales 


Hechos y conceptos 


Estructuras 


Sistema de notación decimal para los números 
racionales. 

Escritura periódica. Números irracionales: de- 
sarrollos decimales no periódicos. Cálculos que 
producen expresiones decimales no periódicas, 
aproximaciones sucesivas de radicales cuadrá- 
ticos. 

Algoritmo para obtener cifras sucesivas de la ex- 
presión decimal de Vn: x, = 1/2 (xpa + n/X;.1). 
Algoritmo de Euclides. Notación de una fracción 
mediante pareja de segmentos conmensurables. 
Diagonal de un cuadrado; construcción geomé- 
trica del radical de cualquier entero. 

Medida común de la diagonal y el lado de un cua- 
drado: el problema de la inconmensurabilidad. 


7. 


8. 


9, 


10. 


11. 


12. 


13. 


Representación en la recta de los irracionales 
cuadráticos. La recta real. 

Números irracionales: radicales; número 7; nú- 
mero e; razón áurea. 

Parte entera y parte decimal de un número real. 
Intervalos en la recta real. 

Ordenación de números reales. Teorema del su- 
premo. Densidad de los números racionales. 
Construcciones con números reales: suma, res- 
ta, producto, división, potencia y radicación. 
Orden de aproximación de una representación 
decimal. Tipos de aproximación. Error de una 
aproximación. 

Iniciación a los procesos infinitos. 


Contenidos procedimentales 


Destrezas y algoritmos 


Razonamientos y estrategias 


Identificar y utilizar los distintos símbolos, abre- 
viaturas y aproximaciones para los números irra- 
cionales más conocidos. 

Utilizar el teorema de Pitágoras para construir 
un mismo radical de distintas formas. 
Diferenciar entre números racionales e irraciona- 
les por su notación decimal. 

Redondear y truncar una expresión decimal con 
un orden convenido. 

Conocer el orden en R y emplear las relaciones: 
siguiente a; más próximo que; mayor que; com- 
prendido entre; mayor número que; tantos ele- 
mentos como; ejemplos concretos de números o 
conjuntos de números reales. 

Utilizar métodos iterativos para construir apro- 
ximaciones de números radicales, de 7, e y 9. 
Construir irracionales cuadráticos con regla y 
compás. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Justificar razonadamente diferentes argumen- 
tos relativos a la existencia o necesidad de los 
números irracionales. 

Representar un número irracional mediante el 
mayor número posible de notaciones, gráficos 
y procedimientos. 

Interpretar la inconmensurabilidad de los nú- 
meros irracionales por comparación con el al- 
goritmo de Euclides. 

Explicar la dificultad que presenta el carácter 
no periódico de la notación decimal de un irra- 
cional. 

Obtener una aproximación decimal de un irra- 
cional con el error que se indique. 

Justificar la biyección entre el conjunto de los 
reales y la recta. 
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TABLA 8.4 (continuación) 


Análisis y clasificación cognitiva de los contenidos sobre irracionales 


Truncar y redondear números reales con el or- 
den que se indique; error de una aproximación. 
Acotar el error al realizar operaciones aritmé- 
ticas con aproximación de números reales. 

Representar geométricamente determinadas 
progresiones geométricas y calcular su resultado. 


Contenidos actitudinales 


Apreciación de las matemáticas 


Organización y hábitos de trabajo 


Valorar las limitaciones de la notación decimal y 
la representación geométrica para números rea- 
les. 

Conocer y apreciar el cálculo con aproximacio- 
nes de números reales y la posibilidad de estimar 
el error de los resultados. 

Interpretar informaciones con expresiones numé- 
ricas que sirven para describir fenómenos cienti- 
ficos y tecnológicos. 

Comprender y valorar planteamientos y desarro- 
llos que justifican propiedades y conceptos. 
Apreciar la belleza de construcciones geométri- 
cas en las que intervienen irracionales. 


3.2. Sistemas de representación 


Los organizadores curriculares considera- 
dos en segundo lugar para trabajar el significa- 
do de los contenidos matemáticos escolares son 
los Sistemas de representación. Sus categorías 
identifican los sistemas de reglas y notaciones, 
símbolos, imágenes y grafismos abstractos que 
expresan y hacen presente las correspondientes 
nociones y conceptos de los contenidos en es- 
tudio. Destacamos las reglas sintácticas que los 
organizan y a las que se ajustan en sus conver- 
siones y en las traducciones entre distintos sis- 
temas que significan un mismo contenido. Los 
modos de representación objetivan los concep- 
tos y destacan algunas de sus propiedades; las 
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Diferenciar entre los distintos tipos de informa- 
ción que podemos proporcionar sobre un núme- 
ro real y las limitaciones operatorias que tiene 
cada una de esas representaciones. 

Evitar generalizaciones y razonamientos inade- 
cuados. 


reglas de procesamiento entre sistemas dan for- 
ma a los modos de procesamiento matemático 
y a los de traducción que los caracterizan. Los 
sistemas de representación de un concepto ma- 
temático se han estudiado y ejemplificado con 
detalle en el capítulo 6 de este libro. 

Los números reales surgen en contextos ma- 
temáticos: aritméticos, geométricos, algebrai- 
cos o analíticos. El sistema de los números rea- 
les emplea sistemas de representación gráficos 
y simbólicos, según su campo de procedencia. 

Los sistemas simbólicos vienen dados por 
el sistema decimal de numeración o por algo- 
ritmos algebraicos y analíticos que generan los 
diferentes órdenes de cifras de cada número real 
en cuestión. Los modernos sistemas de compu- 
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tación estudian la generación de cifras de un 
irracional según distintos criterios, y establecen 


V2 = 1,41423562... 
Numérico 


V2 = d: l, razón entre la diagonal 
d del cuadrado y el lado / 


l 
Cantidades inconmensurables 


lo que se denomina «orden de complejidad» de 
un número. 


2 = 25 x= 1/2 (xq 1 + Y/xk1) 
Algorítmico 


1 V2 


Punto de la recta real 


Figura 8.3.—Representación de V2. 


Dentro de los sistemas graficos encontramos: 


a) La razón de longitudes, donde cada nú- 
mero viene dado por el proceso de me- 
dida relativa en una pareja de segmen- 
tos (irracionales cuadráticos) o la razón 
entre dos longitudes —longitud de una 
circunferencia y su diámetro—, como el 
caso del numero z. 

b) La recta real, donde cada número viene 
dado por un punto, sea o no construible. 


La recta real es el modelo fundamental para 
los números reales con carácter general. Ahora 
bien, la geometría aporta construcciones con 
regla y compás que permiten obtener, por diver- 
sos métodos, los irracionales cuadráticos. En un 
nivel más técnico, existen también construccio- 
nes geométricas aproximadas de otros irracio- 
nales con un orden de aproximación muy ele- 
vado; este es el caso de muchas construcciones 
clásicas de z, o las del heptágono y del eneágo- 
no inscritos en una circunferencia. 


Cada una de las operaciones aritméticas 
usuales entre números reales tienen su construc- 
ción geométrica correspondiente, que permite 
representar el resultado de operar con dos nú- 
meros reales cualesquiera. También hay repre- 
sentaciones dinámicas para las operaciones. 

Las fracciones continuas ofrecen un modo 
de representación para los números reales que 
proporciona una notación finita para cualquier 
racional y dotan de periodicidad a los irracio- 
nales cuadráticos. Estas notaciones carecen de 
utilidad escolar inmediata y sus Operaciones 
usuales no tienen un algoritmo basado en esa 
notación. 


Figura 8.4.—Representación de V2 como fracción continua. 
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INES Representa los números z, V5 y e, em- 
pleando en cada caso todos los sistemas de re- 
presentación posibles que conozcas. 


3.3. Sentido y modos de uso 


El tercer organizador curricular con que 
estudiamos el significado de los contenidos 
matemáticos escolares lo hemos llamado Sen- 
tidos y modos de uso, que fue desarrollado en 
el capítulo 7. 


Términos y sinónimos 


Mediante los componentes de este organiza- 
dor identificamos los términos y sinónimos que 
sirven para expresar los conceptos implicados en 
cada concepto o estructura, lo que se conoce 
como «diccionario semántico» de un concepto. 
La tabla 8.5 muestra algunos términos relevantes 
que mencionan y dan sentido a este concepto, 
junto con algunos de sus principales sinónimos. 


TABLA 8.5 


Términos y sinónimos 
para números reales e irracionales 


Términos Sinónimos 


Irrazonable, absurdo, dispa- 
ratado, ilógico, paradójico, 
inverosímil, opuesto a la ra- 
zón, no reducible a cociente, 
disonante, destemplado. 


Irracional 


Verdadero, auténtico, exis- 
Real tente, cierto, verídico, efecti- 
vo, innegable, actual. 


No medible, ilimitado, in- 


Inconmensurable 
contable, enorme. 


Irregular, inconstante, no 
habitual, impredecible. 


No periódico 


Infinito, ilimitado, incalcu- 


Innumerable lable, interminable. 
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Localiza los términos usados en el libro 
de texto consultado en la tarea 2 para nombrar a 
los números irracionales. Amplía la tabla 8.5 con 
nuevos términos y sinónimos. 


dan surgir en el estudio de los números irracio- 
nales con los sinónimos anteriores. 


Contextos y fenómenos 


También el sentido de un concepto se ocupa 
de los interrogantes y cuestiones a que dan res- 
puesta los contenidos en estudio y de los fenó- 
menos que están, o pueden estar, en su origen. 
La inclusión de la evolución histórica de un 
determinado contenido, que resumimos con los 
irracionales, complementa su estudio fenome- 
nológico. 

Un primer fenómeno, que se plantearon los 
matemáticos griegos, es el de la inconmensu- 
rabilidad de cantidades, es decir, la imposibili- 
dad de reducir determinadas longitudes, o su- 
perficies, a una unidad común. Zenón extiende 
el problema a la magnitud tiempo y exterioriza 
el conflicto que plantea la convivencia de los 
modelos discretos y continuos para interpretar 
el mundo físico. La ausencia de armonía en la 
vibración de cuerdas cuyos tonos guardan entre 
sí razones inconmensurables apunta a otros fe- 
nómenos. 

Durante muchos siglos no hay números rea- 
les en sentido moderno, sino razones entre can- 
tidades, de longitud, superficie o volumen. La 
medida de magnitudes continuas, incluyendo 
más adelante al tiempo, es la clase de fenóme- 
nos que sirven de base a estos conocimientos. 
En la mayor parte de las situaciones prácticas 
no se producen problemas importantes, ya que 
trabajan con valores enteros o con aproxima- 
ciones exactas. Pero cuando es necesario pro- 
fundizar aparecen los procesos infinitos y el 
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paso al límite, que quitan carácter intuitivo al 
fenómeno considerado. 

La razón entre los lados de un rectángulo y 
la posibilidad, o imposibilidad, de una medida 
común sigue siendo el problema matemático 
más sencillo sobre el que surge la necesidad del 
número real. El problema de la cuadratura del 
círculo es más sofisticado, si bien tiene valor 
intuitivo importante. La razón áurea es ejemplo 
de armonía visual basada en un irracional. 

Los límites de nuestra percepción impiden 
estudiar valores cromáticos dados por irracio- 
nales, capacidades o pesos de manera intuitiva, 
pero no cabe duda que, en tanto magnitudes 
continuas, pueden dar lugar a experiencias con 
irracionales. Desde tiempos de los griegos se 
conocen fenómenos básicos, espaciales y tem- 
porales, que originan los irracionales. 


4. CONTENIDO DIDÁCTICO E HISTORIA 
DE LOS IRRACIONALES 


La revisión histórica contribuye a entender 
cómo evolucionan los significados cuando sur- 
gen nuevas reflexiones para sus componentes. 
Presentamos unas breves notas que muestran 
una selección de momentos relevantes en la evo- 
lución del concepto de número irracional, en la 
línea señalada por Klein antes mencionada. Ob- 
servando su evolución histórica tenemos una vi- 
sión global de datos relevantes sobre los signifi- 
cados de los conceptos matemáticos escolares. 


4.1. Los irracionales en la cultura 
griega 


Los pitagóricos. Descubrimiento 
de la irracionalidad (c. 550 a. c.) 


La tradición sostiene que fueron los pita- 
góricos quienes descubrieron que la razón en- 


tre la diagonal y el lado de un cuadrado no se 
puede expresar como cociente de números en- 
teros. Llamaron inconmensurables a estas ra- 
zones, lo cual significa que las dos cantida- 
des no pueden medirse mediante una unidad 
común. 


Figura 8.5.—Pitágoras. 


La razón entre magnitudes inconmensu- 
rables se llamó adoyoo (alogos o inexpresa- 
ble) y también appetoo (arretos o que no tiene 
razón). 

La demostración de los pitagóricos para la 
inconmensurabilidad de \2 se hizo por reduc- 
ción al absurdo, derivando de la posible con- 
mensurabilidad la conclusión de que un núme- 
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Figura 8.6 


ro es par e impar a la vez. Los pitagóricos 
hablaron de magnitudes inconmensurables; sin 
embargo, nunca consideraron que las razones 
de estas magnitudes fuesen números; es decir, 
no las consideraron números irracionales en 
sentido moderno. El descubrimiento por los 
griegos de los irracionales destruye la identi- 
ficación entre números y geometría, ya que es- 
tablece serias diferencias entre lo discreto y lo 
continuo. Los pitagóricos reconocieron que las 
razones inconmensurables son de naturaleza 
distinta a las conmensurables, y convirtieron 
este conocimiento en uno de los misterios de su 
secta. 


La Escuela Eleática de Zenón (c. 450 a. c.) 


Zenon propuso un cierto numero de pa- 
radojas, cuatro de las cuales tratan del movi- 
miento. Estas paradojas contraponen dos con- 
cepciones opuestas del espacio y del tiempo. La 
primera considera continuos al espacio y al 
tiempo y, por tanto, indefinidamente divisibles. 
La segunda considera estas dos magnitudes dis- 
cretas, formadas por cuantos separados. Zenon 
critica las dos teorias, combinando las distintas 
opciones dos a dos y mostrando las contradic- 
ciones lógicas que en cada caso se derivan. La 
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paradoja más conocida es la de Aquiles y la 
tortuga, en la que el corredor más rápido no 
puede alcanzar al más lento cuando éste lleva 
ventaja inicial. 


Estudios griegos 
sobre inconmensurabilidad 


Duplicación del cubo y cuadratura del círcu- 
lo. La primera escuela ateniense planteó resol- 
ver con regla y compás tres problemas: 


1) Construir un cuadrado de igual área 
que un círculo. 
ii) Construir la arista de un cubo de vo- 
lumen doble que otro. 
111) Trisecar un ángulo cualquiera. 


La leyenda atribuye el enunciado del se- 
gundo problema al oráculo de Delfos. Los in- 
tentos por resolver estos problemas permitie- 
ron profundizar multitud de cuestiones, la 
invención de nuevos métodos y la aparición de 
nuevos conceptos. El estudio de los irraciona- 
les (razones inconmensurables) se benefició 
con estos trabajos, en particular el estudio del 
número 7. 


Academia de Platón (427-347 a. c.) 


En la Escuela platónica se estudiaban filo- 
sofía y matemáticas. 

En este centro se formaron la mayor parte 
de los matemáticos de la edad dorada de la cul- 
tura griega, entre ellos Aristóteles, Eudoxo o 
Menecmo. En el diálogo de Sócrates y el escla- 
vo, que se presenta en el Menón, Sócrates ejem- 
plifica su teoría de las ideas y muestra cómo un 
esclavo es capaz de construir un cuadrado de 
superficie doble de otro conocido, y cómo pue- 
de acotar las dimensiones del lado mediante 
aproximaciones sucesivas. 
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Figura 8.7.—Platón. 


Los Elementos de Euclides 


La teoría de las proporciones que se presenta 
en los Elementos es debida a Eudoxo (c. 360 a. c). 
Eudoxo introdujo el concepto de magnitud con- 
tinua. Define la razón de dos magnitudes, y a 
partir de ahí la proporción como igualdad de ra- 
zones. Unifica en un mismo tratamiento las ra- 
zones conmensurables e inconmensurables. La 
teoría de las proporciones no considera las frac- 
ciones como números. Tampoco los irracionales 
son números, pero permiten avanzar en geometría. 

El tratamiento de los irracionales en la épo- 
ca griega tiene soporte geométrico permanente 
y se sostiene sobre una organización deductiva 
de la matemática a partir de axiomas. 

La teoría de las proporciones se culmina en 
el Libro V, donde Euclides establece que «Ra- 
zon es una relación cualquiera entre dos mag- 
nitudes homogéneas respecto de su cantidad». 


A Rt a 


LOS SETS LIBROS 3 


PRIMEROS DELA GEOMETRIA ae 
DE EVCLIDES: 
Traduzidos enlégua CAN por Rodrigo çamorano atta 


E e e ot 


go y Mathematico,, ¿hn por Ia 
fu Mageltad en pr Ds e: R A 
f ? Dipo aljllaltre feñor Luciano de + Y aA 
f Canonigo dela fanéta yglefia de Seui 8 


$ Con licencia del Confejo Real. 
> _, En Scuilla en cafa de Alonto de la Barrera. 
f Y 1576 e 

Ella tallado en 
Ca iB oe 


Figura 8.8.—Los Elementos 


El estudio de los inconmensurables se reali- 
za en el Libro X de los Elementos. Establece que 
magnitudes inconmensurables son «aquellas 
que no guardan entre sí la razón que un núme- 
ro guarda con un número». 


Aristóteles 


Discute las paradojas de Zenón, establece 
relaciones entre puntos y rectas y entra en las 
nociones de discreto y continuo. Puntos y nú- 
meros son cantidades discretas, distintas de las 
magnitudes continuas de la geometría. Tam- 
bién discute la noción de infinito y establece la 
distinción entre infinito actual y potencial. 

Los matemáticos griegos dieron prioridad 
al razonamiento geométrico sobre el numérico 
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y desconocieron el algebraico; por ello, aunque 
descubren los irracionales, no los tratan en tér- 
minos numéricos ni simbólicos. 


4.2. Matemática árabe e hindú 


Al-Khowarizmi y Omar Khayyam 

En las obras de Al-Khowarizmi (siglo Ix 
d. c.) se encuentran operaciones con irraciona- 
les cuadráticos que inician la incorporación de 
los irracionales como números. 


+ 4 
oe oli asain 
Nes s PIRE H bs 
Aoc s 
ge 


MO 2. a 


Figura 8.9. —Aritmética de Al-Khowarizmi. 


Al-Khowarizmi llama números audibles a 
los racionales. Fibonacci denomina números 
sordos a los radicales cuadráticos, ya que no 
producen armonía musical. Omar Khayyam (c. 
1110 d. c.) afirma que tanto las razones de can- 
tidades conmensurables como de inconmensu- 
rables se pueden considerar como números. 
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Se eee. oy 
e Spay ll So tata a)i 


Figura 8.10.—Álgebra de Omar Khayyam. 


Matemáticos hindúes y árabes amplían la 
aritmética y fundamentan el álgebra. No se pre- 
ocupan del estatus ontológico de los irraciona- 
les, sino de las necesidades de calcular con tales 
números y de la licitud de las reglas de cálculo. 
Asignan valores numéricos a todos los segmen- 
tos, superficies y volúmenes. 


4.3. irracionales en el Renacimiento 


Stiffel, Stevin, Cardano y Vieta 


En el siglo xvi se desarrolla el aparato nu- 
mérico y algebraico, que surge y se utiliza en el 
tratamiento de los irracionales. Stiffel, Stevin, 
Cardano y Vieta utilizan números irracionales, 
en la tradición de los árabes (véase figura 8.11). 

Cardano encuentra irracionales como solu- 
ciones a las ecuaciones cúbicas. 


4.4. irracionales durante la Revolución 
científica. Siglos xvi y xvi 


Descartes considera los irracionales como 
números abstractos que representan magnitu- 
des continuas (1628). 
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A r eN Disme (1585). Considera los irracionales como números y tra- 
=o ta de aproximarlos mediante racionales. 


Stiffel considera la paradoja de que los irracionales cuadrati- 190 10 70 80 b) 


cos se puedan expresar geométricamente como números y la 
dificultad de su expresión decimal en términos precisos. Notación decimal para 19,178. 


Figura 8.11.—Tratamiento de los irracionales, siglo XVI. 


Wallis considera los irracionales como nú- Newton (1707) considera los irracionales 
meros; busca expresiones de 7 que dan lugara como números en su Arithmetica Universalis. 
la teoría de las fracciones continuas. Euler demuestra la irracionalidad de e y e”, 


introduciendo el término «trascendente». 


R. Descartes, 1596-1650. I. Newton, 1643-1727. L. Euler, 1707-1783. 


Figura 8.12.—Matemáticos de los siglos XVII y XVIII. 
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En este período se aceptan los números ne- 
gativos. El uso de los irracionales contribuye al 
desarrollo de la Matemática y potencia al álge- 
bra y al cálculo, pero los números reales que se 
manejan tienen únicamente una fundamenta- 
ción intuitiva. 


4.5. Teorías del número real. Siglo xix 
Cantor, Dedekind y Hilbert 
El desarrollo del análisis hace necesario una 
fundamentación del concepto de número real. 


El Teorema de Bolzano, el criterio de conver- 
gencia de Cauchy para una sucesión o las dis- 


G. Cantor, 1845-1918. 


R. Dedekind, 1831-1946. 
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continuidades de las funciones dadas por series 
de Fourier, entre muchas otras cuestiones, plan- 
tean la necesidad de formalizar el continuo nu- 
mérico. Se incrementa la necesidad de una fun- 
damentación con la crisis de las geometrías no 
euclídeas. 

Cantor (1872) presenta su teoría sobre los 
números reales a partir de la noción de sucesión 
fundamental, la equivalencia de sucesiones fun- 
damentales y el conjunto cociente respecto a 
dicho criterio, cuyo resultado es la construcción 
formal de R. 

Dedekind (1872) trabaja sobre la continui- 
dad de la recta y la noción de cortadura, como 
partición de la recta. Los números reales vienen 
establecidos por cortaduras. 


D. Hilbert, 1862-1943. 


Figura 8.13.— Matemáticos de los siglos XIX y Xx. 


Hilbert (1895) proporciona un conjunto 
de axiomas que caracterizan los números rea- 
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les. El axioma de completitud es su aportación 
decisiva. 
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4.6. Desde la inconmensurabilidad 
de magnitudes a la formalización 
de los irracionales 


TABLA 8.6 


Esquema con la evolución histórica del concepto de irracional 


Períodos en la evolución histórica de los números irracionales 


Siglos vi a. C. 


aa Siglos VII a xm d. C. 


Siglos xv a xvi d. C. 


Siglos xvii a xvm d. C. | Siglos XIX a xx d. C. 


Matemática grie- | Matemática hindú | Renacimiento. 


ga. y árabe. 


Axiomatización y 
formalización. 


Revolución científica. 


Pitágoras, Zenón, | Al 
Platón, Aristóte- | Omar Khayyam. 
les, Euclides. 


Khowarizmi, | Stiffel, Stevin, Vie- | Descartes, Newton. 
ta, Cardano. 


Cauchy, Bolzano, 
Cantor, Dedekind, 
Hilbert. 


Inconmesurabili- | Cálculos con longi- | Valores obtenidos | Teorema fundamental | Permanencia de las 


dad del lado y la | tudes. 
diagonal de un 
cuadrado. 


dicales. 


del cálculo con ra- | del álgebra: raíces de | leyes formales. 


una ecuación. Axiomatización de 
Números como rela- | los conjuntos nu- 
ciones. méricos. 


Razones y pro- | Ampliación de las | Extensión de las | Ampliación del con- | Números como ele- 
porciones. Crite- | operaciones a ex- | operaciones a ex- | cepto de número. Ti- | mentos de una es- 
rios de equivalen- | presiones construi- | presiones irracio- | pos: irracionales, alge- | tructura formal. 


cia de razones | bles. nales. 


(Eudoxo). 


5. SÍNTESIS DE LOS SIGNIFICADOS 
PARA EL APRENDIZAJE Y 
ENSENANZA DE LOS CONTENIDOS 


El análisis del significado de un contenido 
matemático escolar basado en sus tres organi- 
zadores: Estructura conceptual- Representación- 
Sentido, resulta necesario, pero no suficiente, 
para abordar la enseñanza/aprendizaje de las 
matemáticas escolares. Concluido el análisis de 
los contenidos relativos a una estructura mate- 
mática escolar es necesario sintetizar las prin- 


Leyes del cálculo. 


De la aritmética al 
álgebra. 


braicos, trascendentes. 


cipales ideas recogidas, estructurarlas, tomar 
decisiones y seleccionar los focos prioritarios 
de contenidos sobre los cuales trabajar con los 
escolares. El análisis del significado de los con- 
tenidos escolares debe concluir con un balance 
que incluya dichos focos prioritarios. Tomamos 
como ejemplo el contenido sobre números irra- 
cionales, que corresponde al segundo ciclo de 
la Educación Secundaria Obligatoria. 

El mapa conceptual de la estructura mate- 
mática de los números irracionales y reales 
muestra la síntesis de los significados escolares 
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antes considerados y sirve de resumen a los lar- 
gos y extensos listados analíticos que surgen del 
análisis de contenido a partir de los distintos 
componentes de sus organizadores. A partir de 
esa información se eligen los focos prioritarios 
y puede continuar el análisis didáctico y avan- 
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zar hacia el diseño de la unidad o unidades di- 
dácticas de los contenidos en estudio. 


5.1. Mapa conceptual de los números 
reales para ESO y Bachillerato 


Sistema decimal 
de numeración 


Decimales 
periódicos 


Números 
racionales 


Cantidades Magnitudes 
conmensurables Medida. Razón 


ee 


Orden de 
aproximacion. 
Errores. 


Algoritmos 
de aproximacion 


Aproximacion 
por exceso y defecto 


Intervalos 
encajados 


Decimales Números 
no periódicos irracionales 


Cantidades Teorema Pitágoras. 
inconmensurables Números radicales 
Irracionalidad 

V2 yvn, n+b? 


Segmentos de 
medida irracional 


Puntos en la 
recta. Irracionales 


Numeros Radicales 
m, oye cuadraticos 


Numeros 
construibles 


| Números definidos 


Isomorfismo 


Recta Real 


Números no 


de R con la recta construibles 7 y e 


por algoritmos 


Densidad de R. 


Números 
como límites 


Representación de 
reales en la recta 


Figura 8.14.—Mapa conceptual de los números reales. 


5.2. Focos conceptuales prioritarios 
para planificar los contenidos 


El mapa anterior destaca cuatro focos prio- 
ritarios, que ocupan parte importante del pro- 
grama de matemáticas de Secundaria. 

Esos cuatro focos son: 


e Primero: Las notaciones decimales de los 
distintos tipos de números, sus caracteris- 
ticas y propiedades, así como su empleo 
en las operaciones aritméticas usuales. 
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e Segundo: Los algoritmos para la obten- 
ción de las sucesivas cifras de un número 
irracional hasta un orden prefijado; este 
tipo de cálculos tiene interés para el len- 
guaje de programación y los cálculos 
automatizados. 

e Tercero: Las construcciones con reglas y 
compás de longitudes o superficies irracio- 
nales, donde cada irracional viene dado 
mediante un punto de la recta o figura. 

e Cuarto: Los problemas que surgen de dis- 
tintas situaciones en que intervienen can- 
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tidades inconmensurables de diferentes e el esuana ecc dale a 
magnitudes, problemas conocidos por la bla 8.1 y ejemplifica cada uno de sus cuadros y 


historia de la matemática, algunos desde niveles con el trabajo realizado sobre números 
hace siglos. irracionales. 
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BLOQUE III 


Condiciones y orientación 
del aprendizaje matemático escolar 


1. 


Expectativas de aprendizaje 


PABLO FLORES MARTÍNEZ 
JOSÉ LUIS LUPIANEZ GOMEZ 


INTRODUCCIÓN 


La construcción del contenido didáctico acerca 
de un tema de la matemática escolar comienza por 
su dominio conceptual y requiere la atención y el 
trabajo del profesor. Las distintas dimensiones con- 
tribuyen a estructurar el contenido didáctico del 
currículo de matemáticas, que se guía mediante 
las organizadores del análisis didáctico. El análisis 
didáctico de un contenido empieza con los análisis 
de su significado y continúa por su análisis cogni- 
tivo. Este análisis se prolonga en el análisis de 
instrucción y prosigue con el análisis evaluativo. 
Este capítulo inicia un bloque de lecciones dedica- 
das al análisis cognitivo. El estudio de las condi- 
ciones y la orientación del aprendizaje matemático 
escolar de los contenidos se aborda con los orga- 
nizadores cognitivos. 

La dimensión cognitiva de un currículo se cen- 
tra en el para qué del plan de formación que di- 
seña, en las capacidades a las que atiende y los 
propósitos que se compromete atender. En nues- 
tro caso, el análisis cognitivo examina las pro- 
puestas acerca de para qué aprenden los alumnos 


EXPECTATIVAS 
SOBRE EL APRENDIZAJE 
DE LOS ALUMNOS 


La racionalidad e integridad de un currícu- 


lo requieren claridad en sus fines, precisión en 
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un contenido matemático determinado. En este 
marco, la dimensión cognitiva del currículo con- 
sidera, en primer lugar, las expectativas sobre 
aprendizaje de conceptos, procedimientos y acti- 
tudes, requeridos para dominar la complejidad 
cognitiva del contenido. Asimismo, contempla las 
limitaciones, junto con las oportunidades para el 
aprendizaje escolar. Este análisis toma en consi- 
deración las condiciones y orientación del apren- 
dizaje matemático escolar, para lo cual identifica 
diversas variables e indicadores cognitivos de los 
escolares, como su edad y curso, así como el 
diagnóstico de qué conocimientos previos tienen 
y cuáles otros se espera que alcancen durante su 
período escolar de aprendizaje. También conside- 
ra la ubicación en el currículo del propio contenido, 
el grado de abstracción requerido, las relaciones 
con conocimientos previos y el modo en que los 
reafirma, completa y confronta. Este capítulo se 
dedica a estudiar las expectativas de aprendizaje 
como parte del conocimiento profesional del pro- 
fesor. 


los propósitos educativos que ambiciona y se- 
riedad en los compromisos que contrae. La ex- 
presión de su intencionalidad es condición obli- 
gada en una propuesta de actuación formativa. 
Junto con el conocimiento de las pretensiones 
y objetivos en distintos niveles, el profesor ne- 
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cesita, en su labor docente, considerar otras ca- 
tegorías cognitivas, dirigidas a identificar estor- 
bos y trabas que pudieran entorpecer el logro 
de sus propuestas. Igualmente, demanda inteli- 
gencia y conocimiento sobre estrategias para 
promover la consecución de esas metas. 

Según se ha argumentado, el análisis de con- 
tenido proporciona, junto con una visión am- 
plia del contenido matemático escolar, criterios 
para seleccionar aquellos focos prioritarios que 
centran el aprendizaje y planifican la enseñan- 
za de ese contenido. El análisis cognitivo de un 
tema matemático se aborda mediante aquellos 
organizadores que describen los propósitos que 
ha de establecer el profesor relativos al aprendi- 
zaje de sus contenidos, destacando qué puede y 
debe aprender el escolar, qué dificulta ese apren- 
dizaje y qué oportunidades dispone para su lo- 
gro. Por tanto, el resultado del análisis cognitivo 
será caracterizar los compromisos que expre- 
san el aprendizaje previsto, las limitaciones que 
son esperables, debidas al propio contenido o a 
las capacidades específicas de los escolares, y las 
oportunidades de aprendizaje que el sistema 
educativo proporciona para promover los apren- 
dizajes matemáticos previstos. 


Selecciona uno de los siguientes te- 
mas: transformaciones geométricas, estadística 
descriptiva o límites. Pide a tres compañeros que, 
separadamente, propongan una lista de cinco ob- 
jetivos relacionados con ese tema para un nivel 
educativo concreto. Compara las propuestas e 
identifica sus coincidencias y discrepancias. 
¿Qué implicaciones docentes obtienes como re- 
sultado de tu análisis? 


1.1. Componentes de las expectativas 
de aprendizaje 


Los expertos emplean el término expectati- 
vas para referirse, de manera general, a las ca- 


pacidades, competencias, técnicas, destrezas, 
hábitos, valores y actitudes que se espera que 
los escolares adquieran o desarrollen como re- 
sultado de una propuesta intencional de forma- 
ción. Al iniciar el análisis cognitivo, parte del 
análisis didáctico, comenzamos por identificar 
los requerimientos generales que sobre apren- 
dizaje escolar plantean los documentos admi- 
nistrativos, hasta llegar a su concreción en ob- 
jetivos específicos, que formulan el aprendizaje 
esperado de los alumnos en una aula determi- 
nada y acerca de un contenido determinado. El 
análisis cognitivo trabaja sobre esas expectati- 
vas de aprendizaje y las examina desde diversos 
niveles curriculares para, finalmente, centrarse 
en los objetivos, en las competencias matemá- 
ticas escolares y en los compromisos asumidos 
para un contenido concreto. En conjunto, uti- 
lizamos las «expectativas de aprendizaje» como 
un sistema de organizadores de un proceso de 
elección, selección y precisión de propósitos. 
El análisis de contenido permite que, con ca- 
rácter previo a definir las expectativas, queden 
reflejados los significados apropiados de los con- 
tenidos matemáticos y las actitudes de los esco- 
lares. Como resultados de aprendizaje, el logro 


Conceptos, procedimientos 
y actitudes acerca de un 
CONTENIDO matemático 


Expectativa 
de aprendizaje 
matemático 


Requeridas y movilizadas 
por medio de TAREAS 


matemáticas 


Muestran evidencias sobre 
las CAPACIDADES de los 
escolares ante las tareas 


Figura 9.1.—Componentes para el análisis de una expec- 
tativa de aprendizaje. 
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de las expectativas se identifica a través de las 
actuaciones observables de los escolares, lo que 
posibilita reconocerlas y estudiarlas empírica- 
mente. 

Analizaremos cada expectativa de aprendi- 
zaje según esas tres componentes: elementos del 
contenido matemático implicados, demanda, 
formulada mediante tareas, y capacidades ob- 
servadas en sus actuaciones ante las demandas 
planteadas (figura 9.1). 


Examina los componentes de las ex- 
pectativas de aprendizaje (aspecto de contenido 
matemático, tarea, capacidades previstas) en los 
siguientes dos objetivos. El primero aparece en 
la Orden de 17 de marzo de 2015, por la que se 
desarrolla el currículo correspondiente a la Edu- 
cación Primaria en Andalucía y se centra en ma- 
temáticas. El segundo es más concreto y se re- 
fiere a una expectativa centrada en el tema de 
transformaciones geométricas: 


e O.MAT8. Utilizar los medios tecnológicos, 
en todo el proceso de aprendizaje, tanto en 
el cálculo como en la búsqueda, tratamien- 
to y representación de informaciones diver- 
sas; buscando, analizando y seleccionan- 
do información y elaborando documentos 
propios con exposiciones argumentativas 
de los mismos. 

e Clasificar colecciones de objetos cotidia- 
nos según tengan o no ejes de simetría. 


do curso de Secundaria. Enuncia tres expecta- 
tivas sobre aprendizaje del tema teorema de 
Pitágoras. 

Enuncia otras tres expectativas distintas, so- 
bre números decimales, cuyas tareas respecti- 
vas consistan en «calcular», «resolver» y «gene- 
ralizar». 

Enuncia otras tres expectativas sobre el tema 
movimientos del plano y describe capacidades 
que podrían mostrar el logro de cada una de 
ellas. 
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1.2. Expectativas de aprendizaje 
y niveles curriculares 


Consideramos instancias e instituciones que 
en cada nivel curricular establecen las expecta- 
tivas, junto con algunos aspectos del contenido 
que ayudan a establecer prioridades en su 
aprendizaje. 

Las expectativas de aprendizaje se encuen- 
tran primeramente en las leyes, entre las finali- 
dades que establecen para los ciclos educativos. 
Los fines así expresados no son específicos para 
las matemáticas, ya que corresponden al siste- 
ma educativo en su conjunto. 

En la LOMCE encontramos los siguientes 
enunciados: 


e La finalidad de la Educación Secunda- 
ria Obligatoria consiste en lograr que los 
alumnos y alumnas adquieran los elemen- 
tos básicos de la cultura, especialmente en 
sus aspectos humanístico, artístico, cien- 
tífico y tecnológico; desarrollar y consoli- 
dar en ellos hábitos de estudio y de trabajo; 
prepararles para su incorporación a estu- 
dios posteriores y para su inserción laboral 
y para el ejercicio de sus derechos y obliga- 
ciones en la vida como ciudadanos. 

El Bachillerato tiene como finalidad pro- 
porcionar al alumnado formación, madu- 
rez intelectual y humana, conocimientos y 
habilidades que les permitan desarrollar 
funciones sociales e incorporarse a la vida 
activa con responsabilidad y competen- 
cia. Asimismo, capacitará al alumnado 
para acceder a la educación superior. 


e 


En el primer capitulo se han considerado los 
fines de la ensefianza de las matematicas, que 
ayudan a delimitar sus expectativas de aprendi- 
zaje. El profesor encuentra en los documentos 
normativos que regulan la enseñanza cuáles 
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son los fines previstos en cada ciclo educativo, 
Secundaria o Bachillerato, junto con el com- 
promiso que expresan respecto al aprendizaje 
de las matemáticas. 

En los decretos y órdenes ministeriales y 
autonómicas no se reitera el enunciado de los 
fines generales, pero sí incluyen las competen- 
cias básicas a un aprendizaje permanente, que 
afectan al aprendizaje de las matemáticas esco- 
lares en todos los niveles. También se incluyen 
los objetivos generales de cada ciclo, la mayoría 
de los cuales afectan al aprendizaje de las ma- 
temáticas. 

Los comentarios en los anexos referidos a 
ciclos concretos proporcionan nuevas indica- 
ciones sobre expectativas más especificas. Así, 
los anexos, donde se desarrollan las distintos 
currículos de matemáticas para Educación Se- 
cundaria, incluyen consideraciones como las 
siguientes: 


* El pensamiento matemático ayuda a la ad- 
quisición del resto de competencias y con- 
tribuye a la formación intelectual del alum- 
nado, lo que permitirá que se desenvuelva 
mejor tanto en el ámbito personal como 
social. 

Capacidad esencial que se desarrolla con 
la actividad matemática es la habilidad de 
formular, plantear, interpretar y resolver 
problemas, ya que permite a las personas 
emplear los procesos cognitivos para abor- 
dar y resolver situaciones interdisciplinares 
en contextos reales. 

El alumnado profundizará en el desarrollo 
de las habilidades de pensamiento matemá- 
tico; concretamente, en analizar e investi- 
gar, interpretar y comunicar matemática- 
mente diversos fenómenos y problemas en 
distintos contextos, así como proporcionar 
soluciones prácticas a los mismos; también 
debe valorar las aplicación práctica del co- 


e 


nocimiento matemático tanto para el enri- 
quecimiento personal como para la valo- 
ración de su papel en el progreso de la 
humanidad. 


Localiza en la normativa actual distintos 
documentos en diferentes niveles de concreción 
que ejemplifiquen expectativas sobre aprendizaje 
de las matemáticas escolares: competencias bá- 


educación matemática expuestos en el tema 1. 
Identifica cuáles destacan en los anteriores co- 
mentarios. 


IAEA Explora en Internet por qué se han uti- 
lizado los adjetivos «básicas» y «clave» al hablar 
de competencias en el currículo español. ¿Qué 
se quiere destacar? 


2. OBJETIVOS DE APRENDIZAJE 


El desarrollo sistemático del currículo, que 
se denomina currículo prescriptivo, marca sus 
prioridades e intenciones generales y procede 
generalmente de manera progresiva, desde 
enunciados generales hasta objetivos vincula- 
dos con contenidos y tareas muy concretos. Los 
enunciados de objetivos expresan capacidades 
cuyo logro se pretende. 


Localiza o redacta tres enunciados de 
objetivos sobre aprendizaje de números natura- 
les en Educación Secundaria que abarquen ni- 
veles de generalidad diferentes. Identifica, en 
cada caso, cuáles son las capacidades conside- 
radas. 


Por capacidades se entienden aquellas con- 
diciones intelectuales de una persona que se 
muestran por su aptitud para el desempeño co- 
rrecto de tareas y se manifiestan al llevar a cabo 
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unas actividades concretas. Las capacidades 
matemáticas son habilidades complejas, adqui- 
ridas progresivamente, y que se muestran me- 
diante la realización de actividades. 

En el contexto de las matemáticas escolares, 
utilizamos este término para referirnos a la pe- 
ricia en la actuación de un estudiante con res- 
pecto a cierto tipo de tarea, por ejemplo la ha- 
bilidad para transformar una forma simbólica 
de la función cuadrática —la estándar— en 
otra —su expresión canónica. 

Las expectativas de aprendizaje en matemá- 
ticas se concretan en el desarrollo y logro de 
capacidades vinculadas con los conocimientos 
matemáticos que se espera que adquieran los 
escolares durante su etapa formativa obligato- 
ria. La capacidad se muestra en la destreza y 
aptitud con que los estudiantes actúan y pue- 
den usar sus conocimientos para realizar tareas 
y resolver problemas en diferentes situaciones 
y contextos. Cuando los estudiantes logran ser 
«capaces de», habrán cubierto unas expectati- 
vas de aprendizaje. 


El siguiente objetivo procede del cu- 
rrículo de matemáticas de la Ley de Ordenación 
del Sistema Educativo (LOE/2006): 


«Cuantificar aquellos aspectos de la rea- 
lidad que permitan interpretarla mejor: utilizar 
técnicas de recogida de la información y pro- 
cedimientos de medida, realizar el análisis de 
los datos mediante el uso de distintas clases 
de números y la selección de los cálculos 
apropiados a cada situación.» 


A partir de su enunciado, identifica capacida- 
des que se requieran para su logro. 


Los objetivos en matemáticas suelen enun- 
ciar expectativas de aprendizaje con distintos 
grados de generalidad. Como en otras expecta- 
tivas, destacan unos conocimientos matemáti- 
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cos, que se vinculan a unas tareas, y su realiza- 
ción muestra el logro de una o varias capacidades. 


2.1. Niveles de concreción 
de los objetivos de aprendizaje 


Las disposiciones legales que, en términos 
generales, regulan el currículo se concretan en la 
intervención y la toma de decisiones por parte 
de diversos equipos o instituciones responsables. 
En las matemáticas escolares es usual considerar 
tres niveles de concreción de objetivos, corres- 
pondientes a tres ámbitos de decisión: el área 
disciplinar, el curso o edad escolar y el tema o 
concreción del contenido. Las decisiones para 
estos niveles afectan a diferentes estamentos y 
las toman distintas instituciones. La tabla 9.1 
resume los tres niveles mencionados para los ob- 
jetivos curriculares en las matemáticas escolares, 
según lo que en cada uno se determina. 


Enuncia un ejemplo de objetivo relativo 
a las matemáticas para cada uno de los ámbitos 
que recoge la tabla 9.1. Realiza lo mismo para 
otra área de conocimiento, como la lengua. 


la educación matemática» del NCTM se recoge 
la siguiente expectativa en el bloque de geome- 
tría: aplicar transformaciones y usar la simetría 
para analizar situaciones matemáticas. Justifica 
en qué nivel de los anteriores situarías ese obje- 
tivo y, relacionado con él, propón enunciados 
para otros con diferente grado de generalidad, 
señalando un curso en el que sean pertinentes. 


Los niveles de objetivos reflejados en la ta- 
bla 9.1 muestran grados de racionalidad y res- 
ponsabilidad, con una jerarquía que afecta a 
quienes los establecen, así como al grado de 
generalidad de las conductas reflejadas, pero 
también de un compromiso para su logro. 
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TABLA 9.1 
Niveles de objetivos en el currículo (Rico y Lupiáñez, 2008, p. 69) 


Objetivos 


Describen 


Generales de área 


Resultados generales de toda una etapa o ciclo educativo. 


De curso (criterios de eva- 
luación) 


Resultados esperados de seguir un programa, afectan a 
una asignatura. 


Específicos 


2.2. Objetivos generales y de curso 
en matemáticas 


El primero de los niveles de objetivos lo lla- 
maremos objetivos generales de área, aunque 
no aparece explícitamente en los documentos 
curriculares actuales. Estos objetivos generales 
expresan unas expectativas de aprendizaje a lar- 
go plazo, que se refieren al conjunto o a cada 
una de las disciplinas básicas que conforman la 
Educación Secundaria Obligatoria. 

Cuando se miran desde la matemática, los 
objetivos generales marcan resultados de apren- 
dizaje que tienen que lograrse a través del 
aprendizaje matemático, aunque no haga alu- 
sión directa al mismo. La Ley Orgánica Gene- 
ral del Sistema Educativo, promulgada en 1990 
(LOGSE), enuncia de esta manera los objetivos 
de la educación matemática en Educación Se- 
cundaria: 


Incorporar al lenguaje y a la argumenta- 
ción formas matemáticas de expresión; utilizar 
el pensamiento lógico para formular, inferir, 
deducir y organizar información; cuantificar 
la realidad para interpretarla mejor; analizar 
situaciones, identificar y resolver problemas, 
utilizando recursos y estrategias; recoger datos 
para obtener información sobre fenómenos; 
representarlos gráfica y numéricamente; expli- 
car la realidad desde perspectivas complemen- 


Resultados esperados de un tema concreto, afectan a una 
unidad temática. 


tarias (determinista/aleatoria, finita/infinita, 
exacta/aproximada, etc.); identificar formas y 
relaciones espaciales; analizar propiedades; 
identificar elementos matemáticos en los me- 
dios de comunicación; actuar con modos pro- 
pios de la actividad matemática; conocer y 
valorar las habilidades matemáticas propias; 
disfrutar de la creatividad. 


La LOMCE describe el aprendizaje cienti- 
fico en un solo objetivo: 


Concebir el conocimiento científico como 
un saber integrado, que se estructura en dis- 
tintas disciplinas, así como conocer y aplicar 
los métodos para identificar los problemas en 
los diversos campos del conocimiento y de la 
experiencia. 


Localiza los objetivos de matemáticas 
para la Educación Secundaria Obligatoria de la 
LOMCE. Organízalos de manera que se aprecie 
cómo se estructuran. Identifica otros objetivos 
que pueden satisfacerse a través de la educación 
matemática. 


La LOMCE mantiene para el Bachillerato 
igual asociación de expectativas del aprendi- 
zaje matemático con el dominio de las cien- 
cias, que se concretan en los siguientes enun- 
ciados: 
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El Bachillerato contribuirá a desarrollar en El siguiente nivel de concreción de los obje- 
los alumnos y las alumnas las capacidades que tivos se refiere al Curso o Programa. Estos ob- 
les permitan: jetivos se expresan en los documentos curricu- 


lares de diversas formas. Así, en el currículo de 
la LOMCE se aprecian a través de los criterios 
de evaluación y de los estándares de evaluación. 
Proporcionan una descripción de las capacida- 
des que se espera que el alumno logre para cada 
bloque según los contenidos matemáticos de 


a) Acceder a los conocimientos cientifi- 
cos y tecnológicos fundamentales y 
dominar las habilidades básicas pro- 
pias de la modalidad elegida. 

b) Comprender los elementos y procedi- 
mientos fundamentales de la investiga- 


ción y de los métodos científicos. cada curso. También enumeran capacidades 
c) Conocer y valorar de forma crítica la que contribuyen al desarrollo y dominio de de- 
contribución de la ciencia y la tecnolo- terminados procesos cognitivos por parte de los 


gía en el cambio de las condiciones de escolares, y brindan criterios para seleccionar 

vida, así como afianzar la sensibilidad tareas que sirvan para valorar la consecución 
y el respeto hacia el medio ambiente. de los objetivos. 

Como ejemplo, señalamos el primero de los 

siete criterios de evaluación para la asignatura 


Busca los objetivos del Bachillerato Matemáticas de primero y segundo curso de 


regulado por la LOMCE, indica su relación con Educación Secundaria, que se desglosa a su vez 
las especialidades, y organizalos de manera que en varias capacidades más precisas (Ministerio 
se aprecie su estructura. Identifica aquellos obje- de Educación y Ciencia, 2015), así como los 
E IES estándares de evaluación que le corresponden 
ción matemática. 
(tabla 9.2). 
TABLA 9.2 


Criterio de evaluación y estándares para 1.* y 2.° de ESO (BOE, 3/01/2015) 


Criterio de evaluación Estándares de evaluación relacionados 


1. Utilizar números naturales, | 1.1. Identifica los distintos tipos de números (naturales, enteros, 
enteros fraccionarios, decimales y | fraccionarios y decimales) y los utiliza para representar, ordenar e 
porcentajes sencillos, sus operacio- | interpretar adecuadamente la información cuantitativa. 


nes y propiedades para recoger, 7 f a 7 
transformar e intercambiar infor- | 1.2. Calcula el valor de expresiones numéricas de distintos tipos de 


mación, y resolver problemas rela- | números mediante las operaciones elementales y las potencias de ex- 


cionados con la vida diaria ponente natural aplicando correctamente la jerarquía de las opera- 
ciones. 


1.3. Emplea adecuadamente los distintos tipos de números y sus 
Operaciones, para resolver problemas cotidianos contextualizados, 
representando e interpretando mediante medios tecnológicos, cuando 
sea necesario, los resultados obtenidos. 
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En la formulación del criterio de evaluación 
apreciamos un verbo de acción en infinitivo 
(utilizar), delimitando los tipos de números que 
se emplearán y operarán (enteros, fracciona- 
rios, decimales y porcentajes sencillos), con di- 
versos sentidos (recoger, transformar e inter- 
cambiar información; resolver problemas del 
entorno). 

Posteriormente, los estándares se formulan 
por medio de verbos en presente, señalando 
la acción que llevará a cabo el estudiante. Es- 
tos estándares ayudan a precisar objetivos de 
aprendizaje, consistentes en desarrollar capaci- 
dades de los estudiantes para: 


e Identificar y utilizar distintos tipos de nú- 
meros para representar, ordenar e inter- 
pretar información. 

e Calcular resultados de operaciones ele- 
mentales. 

e Conocer y aplicar la jerarquía de opera- 
ciones. 

e Resolver problemas que requieran estos 
números. 

e Representar e interpretar cálculos, incluso 
con medios tecnológicos. 


IAE Relaciona los anteriores objetivos con 
las actividades siguientes: 


a) Ejercitarse en el algoritmo del cálculo de 
la raíz de un número de dos cifras, obte- 
niendo dos cifras decimales. 

b) Apreciar a qué conjuntos numéricos 
pertenecen los resultados de diversos 
cálculos. 

c) Determinar las funciones que son más 
adecuadas para cada conjunto numé- 
rico. 


Justifica en cada caso si tales actividades son 
apropiadas o no para el logro de cada objetivo. 


Con los objetivos de un curso se muestra el 
núcleo central de conocimientos matemáticos 
para su enseñanza en dicho curso. Estos obje- 
tivos contribuyen a que el profesor tome deci- 
siones sobre qué contenidos va a tratar, con 
qué extensión se contempla cada bloque y qué 
contenidos y aprendizajes deben ser priori- 
tarios. 

Tal como muestra la LOMCE, su organiza- 
ción a partir de criterios y estándares de eva- 
luación debe constituirse mediante indicadores, 
para que el profesor seleccione tareas de apren- 
dizaje y de evaluación con las que valorar si el 
objetivo se ha logrado; igualmente, se enume- 
ran algunas capacidades que contribuyen al de- 
sarrollo cognitivo de los escolares. 


3. OBJETIVOS ESPECÍFICOS 


Con la información derivada de las directri- 
ces legales y la concreción que cada departa- 
mento hace para acomodarse a la realidad de 
su centro, el equipo de profesores que imparten 
una materia dispone de datos suficientes con 
los cuales afrontar el diseño de las unidades de 
enseñanza que desarrollan la asignatura. 

En estas unidades se contemplan expectati- 
vas concretas que llamamos objetivos especifi- 
cos. Los objetivos específicos trabajan unos de- 
terminados y precisos contenidos (los cuales 
aportan la especificidad), requieren de unas 
capacidades para atender a unas tareas y se 
identifican por ciertas conductas que el estu- 
diante debe manifestar. 

Así, a partir del criterio de evaluación: 


Utilizar números naturales, enteros fraccio- 
narios, decimales y porcentajes sencillos, sus 
Operaciones y propiedades para recoger, trans- 
formar e intercambiar información y resolver 
problemas relacionados con la vida diaria. 
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junto con el estándar de evaluación: 


Calcula el valor de expresiones numéricas 
de distintos tipos de números mediante las 
Operaciones elementales y las potencias de ex- 
ponente natural aplicando correctamente la 
jerarquía de las operaciones. 


el profesor que imparta el tema de las fraccio- 
nes en 2.° de ESO puede determinar capacida- 
des que espera que sus alumnos alcancen, como 
la siguiente: 


Resolver situaciones aditivas de medida 
racional de longitudes, expresadas en forma 
fraccionaria, para obtener la medida resultan- 
te en forma fraccionaria. 


En este objetivo se ha tomado en cuenta el 
criterio de evaluación, que remarca la intención 
de emplear las operaciones con racionales en 
situaciones cotidianas que los requieran (esta- 
blecidas en el análisis de contenido de las frac- 
ciones), así como el estándar correspondiente. 

El grado de precisión de los objetivos temá- 
ticos específicos debe ser alto, debiendo el pro- 
fesor disponer de criterios y medios con los que 
determinar el logro y el alcance de la capacidad 
esperada por el alumno. El objetivo se concreta 
al establecer un conjunto de tareas que ejempli- 
fican las conductas y muestran su logro. 

El término objetivo especifico refiere a este 
nivel concreto de expectativas de aprendizaje 
que se vinculan a un tema definido y preciso, 
se expresan como capacidades y se muestran 
según conductas observables ante tareas de una 
complejidad determinada. 


3.1. Análisis de objetivos específicos 


La figura 9.2 muestra tres componentes que 
permiten analizar esta noción y trabajar con ella. 
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Capacidades 


Realizar acciones o mostrar conductas, 
expresan la capacidad de un sujeto 


Objetivo específico 


ee 


Requiere unos 
contenidos concretos 


Conocimientos 
especificos 


Se pone en juego al abordar 
tareas en situaciones concretas 


Resuelve problemas 
en contexto 


Figura 9.2.—Componentes del objetivo específico. 


Redacta o localiza enunciados de tres 
objetivos específicos por cada uno de los siguien- 
tes temas: Transformaciones geométricas en el 
plano (2.2 ciclo de ESO), Estadística descriptiva 
(1.% ciclo de ESO) y límite finito de una función 
en un punto (1.2 de Bachillerato). Analiza cada 
enunciado en términos de los componentes de la 
figura 9.2. 


3.2. Formulación de objetivos 
específicos 


El proceso de formulación de objetivos es- 
pecíficos para cada unidad temática debe con- 
siderar, en primer lugar, los ya establecidas en 
los niveles previos: 


e Objetivos generales del sistema educativo. 

e Objetivos generales de la Educación Se- 
cundaria y del Bachillerato. 

e Objetivos generales de la enseñanza de 
las matemáticas en dichos niveles educa- 
tivos. 

e Objetivos generales de las matemáticas de 
cada curso. 
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En segundo término hay que examinar el 
tipo de contenido —según se trate de un con- 
tenido conceptual, procedimental o actitudi- 
nal— para expresar el tipo de conducta que 
muestra su aprendizaje y el que la manifiesta. 

En tercer lugar, finalmente, los objetivos es- 
pecificos se enuncian como propuestas y se re- 
dactan de manera que resulten operativos para 
diseñar tareas que los expresen y muestren. 

Los objetivos específicos del tema se formu- 
lan destacando sus tres componentes: la capa- 


cidad, los conocimientos específicos y su apa- 
rición en contexto. La capacidad se identifica a 
partir de un verbo de acción que refleja aquello 
que se espera que el alumno realice y desarrolle. 
Los verbos de acción reflejan las capacidades y 
deben ser coherentes con la caracterización 
cognitiva de los contenidos. 

No es difícil elaborar listas de verbos de ac- 
ción correspondientes a determinado tipos cog- 
nitivos de contenidos. La tabla 9.3 muestra 
ejemplos de ellos. 


TABLA 9.3 


Verbos de acción según tipología cognitiva de contenidos 


Tipo de contenido 


Verbos de acción 


Hechos 


Definir, identificar, etiquetar, listar, memorizar, nombrar, ordenar, reconocer, 
renombrar, repetir, reproducir, etc. 


Conceptos 


Clasificar, describir, discutir, distinguir, explicar, expresar, identificar, localizar, 
reconocer, reformular, revisar, seleccionar, traducir, transformar, etc. 


Procedimientos 


Localiza tres nuevos ejemplos de ver- 
bos de acción para cada uno de los tipos de con- 
tenido considerados. Redacta con cada uno de 
ellos un objetivo específico propio de matemati- 
cas para Educación Secundaria. 


Por ejemplo, si el bloque temático que se 
aborda es el estudio de los números racionales 
en forma fraccionaria, en 1.° de ESO conviene 
diferenciar los contenidos que proponemos 
para su aprendizaje: 


e Hechos (términos que identifican, partes 
de la fracción, nombre, forma de expre- 
sarla simbólicamente, etc.). 


Aplicar, clasificar, demostrar, desarrollar, emplear, generalizar, ilustrar, interpre- 
tar, operar, organizar, practicar, preparar, reconstruir, relacionar, resolver, etc. 


e Conceptos (de fracción como parte de un 
todo, equivalencia de fracciones, ordena- 
ción, Operaciones aditivas y multiplicati- 
vas, etc.). 

e Procedimientos (representación de frac- 
ciones de diversas formas, fraccionamien- 
to, suma y resta de fracciones, fracción de 
fracción, comparación multiplicativa de 
fracciones, entre otros). 


Para cada uno de esos contenidos es viable 
definir uno u varios objetivos específicos, si- 
tuando el verbo de acción que corresponda, el 
aspecto de contenido y la tarea con la que 
muestra la conducta esperada. Así, para el con- 
cepto de fracción, entendida como manera de 
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expresar la relación multiplicativa entre una 
parte y el todo, se pueden formular los siguien- 
tes objetivos: 


e Hechos: 


— Identificar los elementos que forman 
una fracción, en situaciones de medi- 
da (del tiempo en horas, de longitudes, 
de masas...). 

— Nombrar adecuadamente esta por- 
ción con una expresión verbal. 

— Memorizar los nombres de las partes 
de esta fracción. 


e Conceptos: 


— Diferenciar los elementos que se po- 
nen en marcha en situaciones de frac- 
cionamiento (porción, todo/unidad y 
fracción). 

— Interpretar el significado de una me- 
dida expresada en forma fraccionaria. 

— Establecer clasificaciones de tipos de 
fracciones que aparecen en medidas, a 
partir de varios criterios. 


e Procedimientos: 


— Emplear fracciones para expresar una 
medida obtenida directamente con 
una unidad de medida divisible en par- 
tes más pequeñas. 

— Ordenar fracciones de un mismo todo, 
siguiendo diversos procedimientos. 


Siguiendo el protocolo anterior, redac- 
ta un objetivo específico por cada uno de los si- 
guientes temas: Transformaciones geométricas 
en el plano (2.° ciclo de ESO), Estadística des- 
criptiva (1.* ciclo de ESO), y límite finito de una 
función en un punto (1.2 de Bachillerato). Explica 
qué consideraciones has hecho para cada enun- 
ciado. 
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Para determinar el aprendizaje de las mate- 
máticas, el profesor plantea a los escolares ta- 
reas y problemas que demandan actuaciones, 
muestran capacidades, conocimientos alcanza- 
dos y competencias matemáticas desarrolladas. 
La culminación de unas expectativas de apren- 
dizaje se pone de manifiesto por los modos de 
hacer y de conducirse de los estudiantes ante 
las tareas y problemas en situaciones y contex- 
tos, así como de las inferencias sobre el logro 
de determinadas competencias. 


4. COMPETENCIAS 


Las expectativas de aprendizaje se estable- 
cen a corto, medio y largo plazo. Los objetivos 
establecen el aprendizaje que se alcanza a me- 
dio y corto plazo. Para afrontar qué expectati- 
vas planteamos a largo plazo, consideramos los 
fines establecidos desde la educación matemá- 
tica. Desde la última década del siglo xx los 
gobiernos de muchos países y organismos in- 
tergubernamentales, como la Unión Europea y 
la OCDE, vienen promoviendo una visión fun- 
cional del currículo de matemáticas. Esta pro- 
puesta promueve como finalidad para el apren- 
dizaje de las matemáticas escolares, al término 
de la educación obligatoria, que los estudiantes 
desarrollen la competencia matemática básica 
para resolver situaciones que afrontarán a lo 
largo de su vida como ciudadanos en una so- 
ciedad libre y democrática. 

Las expectativas de aprendizaje a largo pla- 
zo tienen una repercusión práctica en la vida y 
ambicionan atender a las necesidades que van 
a encontrar los ciudadanos en su vida social, 
personal y profesional. A las expectativas que 
reúnen estas condiciones los expertos y las ins- 
tituciones les han llamado competencias, y con 
este nombre se han incorporado a la reciente 
normativa curricular. 
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Desde la LOGSE (1990), las leyes educati- 
vas españolas establecen la obligación y el com- 
promiso de proporcionar a los jóvenes una edu- 
cación que abarque los conocimientos y las 
competencias básicas necesarias en la sociedad 
actual. 


4.1. Concepto de competencia 


Los estudios realizados sobre la idea de 
competencia permiten extraer tres ideas que 
aclaran su significado en educación: 


e La competencia sirve para y se manifiesta 
con la acción, lo cual se expresa de diver- 
sos modos, genéricos o específicos, como 
actuar, interpretar y resolver problemas, 
enfrentar demandas complejas o aplicar 
conocimientos a la práctica. 

e La competencia se aprende y desarrolla de 
diversas maneras al utilizar y profundizar 
en los propios conocimientos prácticos y 
disciplinares, desarrollar capacidades, to- 
mar decisiones, trabajar o mejorar la ca- 
lidad de vida personal y social. 

e La competencia siempre se muestra y ejer- 
ce en un contexto. Hay un claro énfasis en 
que la acción competente, que se deriva 
de las capacidades cognitivas y actitudina- 
les y de su desarrollo, tiene lugar al abor- 
dar retos concretos en situaciones contex- 
tualizadas. 


Este análisis permite caracterizar la com- 
petencia de acuerdo a tres componentes (figu- 
ra 9.3), de manera análoga a como se hizo con 
la noción de objetivo. 

Desde una perspectiva curricular, objetivos 
y competencias clave enuncian expectativas so- 
bre el aprendizaje de los escolares. La consecu- 
ción de tales expectativas no es exclusiva de una 


Procesos cognitivos 


El dominio de diversos procesos muestra la competencia 
y riqueza cognitiva de un sujeto 


Competencia 


A ey 


Se pone en juego al abordar 
tareas complejas 
en situaciones abiertas 


Es genérica e integra 
y aplica 
diversos conocimientos 


Disciplinas generales Resuelve problemas 


en contextos convencionales 
y no convencionales 


Figura 9.3.—Componentes de la competencia. 


materia ni de un nivel determinado, sino que su 
alcance se establece para las etapas del sistema 
educativo en su conjunto. 


4.2. Competencia matemática 
en el currículo 


Para el profesor de matemáticas en forma- 
ción el término competencia alude, pues, a los 
modos en que los escolares actúan cuando usan 
las matemáticas y cuando se enfrentan a pro- 
blemas de la vida cotidiana. En las sucesivas 
evaluaciones realizadas en el marco del proyec- 
to PISA de la OCDE se han propuesto a los 
escolares problemas en diferentes contextos y 
situaciones, para cuya resolución debían activar 
diversos procesos cognitivos que caracterizan 
otras tantas competencias matemáticas especi- 
ficas o singulares, que conforman, conjunta- 
mente, la competencia clave en matemáticas. 

Para abordar el estudio de la competencia 
matemática de los escolares, los expertos la han 
desglosado en componentes matemáticas espe- 
cíficas o singulares. En el contexto de la evalua- 
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ción de 2012, el marco teórico de PISA recoge 
siete competencias matemáticas específicas, con 
las que vamos a trabajar. La especificidad en 
este caso hace referencia a su singularidad 
cognitiva y no a los contenidos específicos que 
se consideren, como en el caso de los objetivos. 
Dichas competencias son: razonar y argumentar 
(RA), comunicar (C), matematizar (M), elabo- 
rar estrategias para resolver problemas (RP), re- 
presentar (R), utilizar lenguaje simbólico, formal 
y técnico (LS) y utilizar herramientas matemá- 
ticas (HM). Una descripción breve de su signi- 
ficado es la siguiente. Para más detalle se puede 
consultar OCDE (2013). 


a) Razonar y argumentar: Tiene que ver 
con llevar a cabo procesos de pensa- 
miento enlazados de forma lógica, que 
permiten realizar inferencias a partir de 
los elementos de un problema, y pro- 
porcionar o comprobar una justifica- 
ción de los enunciados o soluciones. 

b) Comunicar: Se manifiesta en la lectu- 
ra, descodificación e interpretación de 
enunciados, preguntas, tareas que per- 
miten al sujeto formarse un modelo de 
una situación que quiere comprender, y 
también en la presentación de la solu- 
ción, su justificación o explicación. 

c) Matematizar: Se centra en transformar 
un problema expresado en términos no 
matemáticos a una forma estrictamente 
matemática para su posterior resolu- 
ción y generalización. 

d) Diseñar estrategias para resolver pro- 
blemas: Disponer de un conjunto de 
procesos de control que guían para re- 
conocer, formular y resolver eficazmen- 
te problemas. 

e) Representar: Tiene que ver con inter- 
pretar, traducir y emplear distintas ex- 
presiones o códigos para reflejar una 
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situación, afrontar un problema o ex- 
presar sus resultados. 

f) Utilizar operaciones y lenguaje sim- 
bólico: Comprensión, interpretación, 
manipulación y empleo de expresiones 
simbólicas en un contexto matemático. 
También la comprensión y utilización 
de constructos basados en reglas y sis- 
temas formales, así como el uso de al- 
goritmos con ellos, para resolver pro- 
blemas matemáticos. 

g) Utilizar herramientas matemáticas: Uso 
de herramientas físicas, calculadoras, 
informáticas, que pueden favorecer la 
actividad matemática, tanto para la re- 
solución de problemas como para la co- 
municación de resultados. 


5. RELACIÓN ENTRE OBJETIVOS 
Y COMPETENCIAS 


Los objetivos y competencias reflejan dos 
niveles diferentes de expectativas de aprendiza- 
je. Mientras los objetivos responden a expecta- 
tivas de la planificación a nivel local, las com- 
petencias lo hacen a un nivel más general, que 
afecta a las expectativas de aprendizaje a largo 
plazo, manifestado a través de la resolución de 
tareas complejas que aborda el individuo en su 
desenvolvimiento actual y abordará en el futu- 
ro. En la tabla 9.4 se hace una comparación 
entre objetivos y competencias. 

Objetivos y competencias están fuertemente 
vinculados. El logro de los objetivos que son 
específicos a cada tema de matemáticas contri- 
buye al desarrollo paulatino de la competencia 
matemática. Las capacidades contribuyen al 
desarrollo y logro de las competencias. Desde 
el punto de vista de la labor del profesor es im- 
portante hacer explícito ese vínculo y poner en 
práctica actuaciones que lo promuevan. 
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TABLA 9.4 


Relaciones entre objetivos y competencias 


Objetivos 


Competencias 


Expresan expectativas de aprendizaje 


A corto plazo 


A largo plazo 


Describen conocimientos 


Específicos 


Disciplinas generales 


Se muestran por medio de 


Capacidades y destrezas 


Procesos cognitivos 


Se movilizan mediante 


Tareas concretas 


Tareas complejas 


Se evalúan por 


Temas y cursos 


Ciclos y períodos amplios 


Se programan por Temas 


En el marco del proyecto PISA hemos visto 
que se caracteriza a la competencia matemática 
con siete componentes o competencias especi- 
ficas, que permiten concretar su significado y 
sus implicaciones en la enseñanza. Nuestra in- 
tención ahora es mostrar un recurso técnico 
para expresar la contribución de los objetivos 
específicos sobre un tema concreto al desarrollo 
de cada una de esas siete competencias mate- 
máticas. Este procedimiento relaciona los dos 
niveles diferentes de expectativas de aprendiza- 
je considerados, para lo cual establece un 
vínculo entre la planificación a nivel local (de 
unas actuaciones concretas en un tema especí- 
fico) y el diseño curricular global (de toda una 
asignatura o de un programa formativo). La 
elección posterior de tareas relacionadas con 
los objetivos específicos permitirá obtener cri- 
terios de diseño y selección, atendiendo al tipo 
de tareas y de problemas que sirvan para acti- 
var o desarrollar determinadas competencias. 

En la tabla 9.5 hemos reunido una serie de 
objetivos específicos relacionados con el tema 
de Bachillerato «Límite finito de una función 
en un punto» que vinculamos con las siete com- 
petencias matemáticas de PISA, usando las 
abreviaturas antes presentadas. 


Ciclos formativos 


Cada una de las siete últimas columnas de 
la tabla 9.5 corresponde a una de las siete com- 
petencias matemáticas consideradas en el pro- 
yecto PISA 2012. La relación de cada objetivo 
específico con cada una de las competencias 
se expresa con una marca en la celda corres- 
pondiente. La marca indica que se ha identifi- 
cado un criterio por el cual ese objetivo con- 
tribuye al desarrollo de la correspondiente 
competencia. 

Para tomar la decisión de vincular un obje- 
tivo concreto con una competencia dada desta- 
can varios criterios. El primero tiene que ver 
con la propia definición y caracterización de las 
competencias matemáticas. Cada una de ellas 
pone énfasis en determinadas actuaciones, in- 
dica unas demandas cognitivas prioritarias, y 
vincula esas características con determinados 
objetivos. Por ejemplo, el objetivo 7 persigue 
que los escolares identifiquen y describan intui- 
tivamente los conceptos de función continua y 
discontinua en un punto. Esa expectativa se 
centra en que los escolares relacionen concep- 
tos y propiedades y que busquen ejemplos que 
muestren esas relaciones, si bien se enfatiza la 
intuición como vía de acercamiento al forma- 
lismo. Por eso vinculamos ese objetivo con la 


© Ediciones Pirámide 


Expectativas de aprendizaje / 191 


TABLA 9.5 


Relación entre objetivos y competencias 
en el tema de límites 


Competencias 


Objetivos específicos 
M | RP R 


Describir la idea intuitiva de límite, de una función en un 
punto y en infinito, mediante una tabla de valores o una 
gráfica. 


Distinguir e interpretar los límites laterales de una fun- 
ción en un punto por su tabla de valores o su gráfica. 


Explicar y expresar fenómenos en los que intervenga el 
concepto de límite. 


Argumentar la existencia o no del límite en un punto de 
una función dada por su expresión analítica, sin indeter- 
minaciones, y calcularlo cuando existe a partir de los lí- 
mites laterales o por sustitución directa. 


Reconocer y resolver indeterminaciones en funciones ra- 
cionales. 


Relacionar analiticamente y expresar gráficamente límites 
y asintotas, encontrando sus ecuaciones. 


Reconocer, expresar verbalmente y representar gráfica- 
mente los conceptos de continuidad y discontinuidad de 
una función en un punto. 


Justificar la continuidad o discontinuidad de una función 
en un punto mediante sus límites laterales. 


Describir los tipos de discontinuidades de una función en 
un punto mediante sus límites laterales e identificar grá- 
ficamente los tipos de discontinuidades. 


Determinar el dominio de continuidad de una función 
dada y esbozar su gráfica conociendo alguna de sus pro- 
piedades locales y globales. 


Estudiar de manera analítica y gráfica la continuidad de 
funciones que modelizan diversos fenómenos. 
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competencia razonar y argumentar. Si, además, 
los escolares han de explicar qué entienden por 
continuidad de una función en un punto, están 
desarrollando su habilidad para emplear termi- 
nología matemática y, por eso, también relacio- 
namos ese objetivo con la competencia comu- 
nicar. Como en muchos casos, las actividades 
que se diseñen para promover el logro de ese 
objetivo emplearán representaciones gráficas 
de funciones con diferentes características, por 
lo que también interacciona con la competencia 
representar. 

Es fácil pensar que muchos de los objetivos 
enunciados pueden relacionarse con práctica- 
mente todas las competencias específicas, ya 
que cualquier actuación en matemáticas tiene 
que ver con pensar, argumentar, usar represen- 
taciones o manejar el lenguaje simbólico. Para 
ser eficaces buscamos los vínculos más claros y 
precisos. Por ejemplo, no hemos considerado 
que el primer objetivo se relacione con la com- 
petencia comunicar, pues lo que enfatiza este 
objetivo es la creación de relaciones entre tér- 
minos, ideas y representaciones, para llegar a 
comprender el concepto de límite. 

Un segundo criterio tiene que ver con el di- 
seño curricular global de la asignatura, e inclu- 
so con el nivel educativo en que se enmarca la 
planificación que el profesor está realizando. 
En ese nivel de descripción curricular se expre- 
san objetivos generales de área que pueden in- 
terpretarse en términos de competencias. Esa 
información facilita tomar decisiones a la hora 
de decidir qué competencias interesa desarro- 
llar, y, por tanto, cómo deben orientarse los dis- 
tintos objetivos específicos. El siguiente enun- 
ciado, que ya introdujimos antes en la 
descripción de las expectativas formativas para 
Bachillerato, expresa la importancia de los re- 
cursos tecnológicos, y por eso hemos querido 
destacar en nuestro ejemplo la competencia 
Utilizar herramientas matemáticas: acceder a 


los conocimientos científicos y tecnológicos fun- 
damentales y dominar las habilidades básicas 
propias de la modalidad elegida. 

Un tercer criterio tiene que ver con la in- 
formación que suministra el análisis del conte- 
nido matemático que se ha realizado previa- 
mente. En ese análisis se ponen de manifiesto 
multitud de significados de las nociones mate- 
máticas involucradas, y se describen qué víncu- 
los se establecen entre ellas. La cantidad y la 
fuerza de esos vínculos permiten concluir que, 
cuando se desarrollen ciertos objetivos especi- 
ficos, se está contribuyendo especialmente a 
algunas competencias. Por ejemplo, si en el 
análisis de contenido de un tema se reconoce 
la importancia de diferentes sistemas de repre- 
sentación, debería tener una marcada presen- 
cia en el análisis cognitivo la competencia re- 
presentar: hacia ella han de enfocarse algunos 
objetivos específicos. 

Un cuarto criterio está asociado a las deci- 
siones que el profesor toma a la hora de plani- 
ficar sus actividades de clase. Se pueden esta- 
blecer preferencias sobre métodos de resolución, 
sobre tipos de problemas, sobre formas de ra- 
zonamiento o sobre el empleo de recursos, pero, 
de nuevo, lo importante es que esas preferencias 
sean coherentes con las directrices curriculares, 
que estén adaptadas al nivel de los escolares y, 
sobre todo, que luego se vean reflejadas en las 
tareas que planteará a sus alumnos. Así, por 
ejemplo, si un profesor acostumbra a emplear 
calculadoras, ordenadores o tabletas en sus cla- 
ses, es natural que la competencia emplear he- 
rramientas tecnológicas tenga una considerable 
presencia en su planificación del aprendizaje de 
sus escolares. 

En resumen, el instrumento y el proce- 
dimiento que hemos presentado, y que he- 
mos ejemplificado con los objetivos del tema 
«Límite finito de una función en un punto», 
brinda importante información sobre el apren- 
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dizaje que se persigue con los objetivos especí- 
ficos enunciados, pues pone de manifiesto unas 
prioridades acerca de lo que se pretende que 
los escolares aprendan y sobre cómo usarán 
ese aprendizaje. Establece de manera clara un 
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vínculo con el análisis de los significados de un 
tema de matemáticas y, al mismo tiempo, sien- 
ta las bases para el posterior diseño y selec- 
ción de las tareas que formarán parte de la ins- 
trucción. 


Errores y dificultades 


JOSÉ ANTONIO FERNÁNDEZ PLAZA 


INTRODUCCIÓN 


Durante el aprendizaje de las matemáticas es 
frecuente detectar en los escolares conocimientos 
improcedentes, incompletos o deficientes, reglas 
inapropiadas que generan razonamientos limitados 
e incorrectos. Igualmente, durante el proceso de 
enseñanza los profesores detectan circunstancias 
o situaciones docentes inoportunas o conflictivas 
que estorban u obstaculizan una presentación co- 
rrecta y una interpretación adecuada de los conte- 
nidos matemáticos escolares, o bien generan en 
los estudiantes actitudes de rechazo y sentimientos 
negativos hacia el propio conocimiento matemático, 
hacia la resolución de problemas y hacia la propia 
actividad del docente. En definitiva, la relación entre 
alumno, profesor y conocimiento está sujeta a in- 
fluencias negativas de estos factores. 

Los factores que obstaculizan los procesos de 
comunicación entre el profesor y el alumno, o la 
propia interacción del profesor con el conocimien- 
to matemático, pueden repercutir directa o indi- 
rectamente en la relación del estudiante con el 
conocimiento matemático y se identifican como 
dificultades para el aprendizaje matemático es- 
colar (dificultades, en adelante). Estas dificultades 
pueden dar lugar en distintas ocasiones a cono- 
cimientos deficientes del escolar que se repiten 
de forma regular, generando modos sistemáti- 
cos de razonamientos inadecuados o incoheren- 
tes, respuestas falsas o inexactas observables 
que se denominan errores de aprendizaje (erro- 
res, en adelante). 
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Los errores son síntomas mediante los cuales 
un alumno manifiesta sus conflictos y problemas 
de aprendizaje relativos a un determinado conte- 
nido matemático escolar. Los errores ayudan a que 
el profesor pueda diagnosticar los conocimientos 
deficientes, reconocerlos y ayudar al escolar a me- 
jorar su comprensión e interpretación sobre dicho 
contenido. Todo esto sin excluir otros errores oca- 
sionales debidos a falta de atención, a los que 
suele darse menos importancia. 

Tan importante como la detección de errores es 
la indagación de las causas que los provocan y que 
demandan al profesor medidas para su diagnóstico 
y subsanación, es decir, las dificultades asociadas. 

Errores y dificultades están estrechamente co- 
nectados y, como veremos, su conocimiento previo 
juega un papel importante en el aprendizaje de las 
matemáticas escolares. Errores y dificultades, con- 
juntamente, constituyen un organizador curricular 
que denominamos limitaciones para el aprendiza- 
je, que utiliza componentes con los que lleva a 
cabo el análisis cognitivo de un determinado con- 
tenido matemático escolar y contribuye de este 
modo a su planificación. 

Asimismo, los errores y dificultades de un tópico 
están fuertemente vinculados con las expectativas 
de aprendizaje generadas para ese mismo tópico. 
Un conocimiento didáctico del profesor sobre los 
errores y dificultades previsibles en un tema per- 
mite intervenir con fundamento y supera el recurso 
fácil de sancionar un comportamiento inadecuado, 
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reiterando la respuesta prevista o ignorando dicho 
comportamiento. 

En definitiva, forma parte de la planificación de 
unidades didácticas acerca de un tópico de la ma- 
temática escolar la búsqueda, detección y organi- 
zación de los errores y dificultades relacionados 
con el mismo, así como la identificación de medi- 
das para superar tales deficiencias. En este caso 
asumimos un planteamiento no punitivo del error, 
postulando que no consiste en una falta o una de- 
ficiencia y, por tanto, no se le pueden atribuir con- 
notaciones morales ni constituye un comporta- 
miento penalizable. El error es una vía de acceso 
al conocimiento que conviene valorar positivamen- 


1. APROXIMACIÓN A LOS ERRORES 


La aproximación a los errores se realiza me- 
diante recogida y análisis de datos empíricos. 
Suelen ser reconocibles por el profesor, salvo en 
algunas ocasiones en las que la respuesta del 
escolar es difusa y el profesor no la puede in- 
terpretar con precisión y, por tanto, no puede 
emitir un juicio sobre su veracidad o falsedad. 
Para el profesor en formación inicial, las prin- 
cipales fuentes de consulta sobre errores de 
aprendizaje, junto con la experiencia personal, 
son las investigaciones hechas por profesores y 
expertos en educación matemática. 

La clasificación de los errores se puede rea- 
lizar empleando un sistema de categorías que 
clasifican las respuestas erróneas en relación 
con el contenido, por ejemplo: 


23 _2 

13 1 
es un error que se puede denominar «simplifi- 
cación de elementos aditivos en una fracción». 
Otra clasificación, más relevante y útil para el 
profesor, es la que indaga las causas que gene- 
ran tales errores, suponiendo por tanto una 
aproximación a las dificultades asociadas. En 
la tabla 10.1 se muestran distintas clases de 


te; superar el error invita a la autorreflexión, reor- 
ganización, enriquecimiento y ajuste del conoci- 
miento en situaciones conflictivas que lo requieran. 
Asimismo, el error puede ser considerado como 
origen de nuevas situaciones matemáticas en las 
que indagar contextos singulares donde los errores 
proporcionan respuestas adecuadas. 

En los siguientes apartados se recogen ideas 
generales acerca de errores y dificultades y ejem- 
plificaciones específicas para los temas «lsome- 
trías en el plano», «Estadística descriptiva» en 3.2 
de ESO y «Límite de una función en un punto» en 
1.2 y 2.2 de Bachillerato de la modalidad de Cien- 
cias y Tecnología. 


errores clásicamente reconocidos, relación que 
no tiene la pretensión de ser exhaustiva. 


2. APROXIMACIÓN 
A LAS DIFICULTADES 


Las dificultades se entienden como las causas 
o situaciones que dan origen a los errores. Dada 
la complejidad de causas por las que un error 
puede producirse, se anticipan causas generales 
que se clasifican en los siguientes apartados. 


2.1. Dificultades debidas a la relación 
entre el alumno y el contenido 


En primer lugar, consideramos como difi- 
cultad la debida a la complejidad de los objetos 
matemáticos, la cual desglosamos en tres tipos: 


e La complejidad de la estructura conceptual 
de los conceptos en estudio. Por ejemplo, 
la noción de límite se fundamenta en pri- 
mera instancia en un conocimiento ade- 
cuado de la noción de función real de va- 
riable real. Dado que algunos de los errores 
en que los estudiantes incurren se deben a 
una malinterpretación del papel de las va- 
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TABLA 10.1 


Algunos tipos de errores clásicos 


Clasificación de errores 


Errores inducidos por el lenguaje o la notación 


Aplicar la operación adición siempre que en el enunciado del problema aparezcan los términos clave 
«añadir», «reunir» o «juntar». 

Simplificación errónea de fracciones por interferencias entre la notación algebraica y la numérica (23/13 = 
= 2/1). Extensión de la simplificación a la estructura aditiva, por ejemplo (2+ 3)/(2+ 4) = 3/4. 
Interferencias del elemento neutro de la estructura aditiva en la estructura multiplicativa, por ejemplo 
ala =0. 

Aceptar que 1/3 = 0,333... (según el procedimiento de división), y sin embargo sostener que 0,333...<1/3 
(según la interpretación del valor límite del proceso infinito involucrado). 


Reglas que producen reglas 


Si (x — a) x (x — b) = 0 implica que x =a o x= b, generalizar que (x — a)(x — b) = c implica que x = a + 
+cox=b+c. 

Si22=2+2,32=3+4+3+3, 44 =4+4+4+4, derivar que x? = x + x +... + x («x veces»). 

Si a > b > 0 implica que a? > b’, derivar que si a?> b? entonces a > b, lo cual es falso si b es negativo 
con valor absoluto mayor que el de a. 

Si 0,999... = 1, derivar que 0,888... = 0,9, 0,666... = 0,7, etc. 

Manipular los decimales infinitos como decimales finitos introduciendo «notaciones artificiales»: por 
ejemplo, 0,66666... x 2 = 1,333... 2. 


Deficiencias en razonamiento lógico 


Emplear condiciones necesarias como si fueran suficientes y viceversa. 
Emplear condiciones no necesarias ni suficientes como tales. 
Emplear incorrectamente los cuantificadores. 


riables funcionales, más que a las dificul- 
tades relacionadas con el proceso infinito 
implícito, encontramos en la complejidad 
de la estructura conceptual subyacente la 
causa de posibles errores. En esta línea, un 
conocimiento previo poco consolidado 
puede constituir una fuente de errores 
cuando se abordan nociones complejas. 

Los sistemas de representación generan di- 
ficultad, dado que un determinado siste- 
ma de representación no agota las propie- 
dades de un concepto, sino que resalta 
algunas de esas propiedades pero oculta 
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otras. También puede provocar conflictos, 
por ejemplo, la representación figurativa 
habitual de los triángulos «apoyados en 
un lado», la cual puede ocasionar que los 
estudiantes consideren únicamente como 
triángulos aquellos que se muestren en di- 
cha posición. La representación numérica 
del concepto de límite finito de una fun- 
ción en un punto potencia que el proceso 
numérico parezca no alcanzar el límite, 
mientras que la gráfica muestra lo contra- 
rio. Por otro lado, la relación entre siste- 
mas de representación en ocasiones no es 


198 / Elementos de didáctica de la matemática para el profesor de Secundaria 


transparente; por ejemplo, a la vista de un 
trazado arbitrario de una gráfica, hallar 
la fórmula algebraica asociada tiene ma- 
yor complejidad que el proceso inverso. 

e Los sentidos o modos de uso pueden deri- 
var dificultades Por ejemplo, el problema 
de la edad del capitán! muestra una creen- 
cia extendida de que la presencia de núme- 
ros en un enunciado implica la necesidad 
ineludible de operar con ellos, lo cual con- 
duce a una interpretación precipitada y, de 
ahí, errónea. Con relación al concepto de 
límite, surge conflicto entre su sentido res- 
trictivo (lo que no se alcanza o se rebasa) 
y su otro sentido de valor de la función en 
el punto (que expresa su alcanzabilidad). 
Otro factor de dificultad se deriva de las 
connotaciones coloquiales que los terminos 
matemáticos conservan de su empleo en el 
lenguaje común. Por ejemplo, las conno- 
taciones coloquiales del término «límite» 
como «aquello que no se alcanza o reba- 
sa» Impregnan las concepciones de los es- 
tudiantes cuando trabajan con la noción 
matemática correspondiente. 


Planteamos aquí el papel que han de jugar 
las concepciones de los escolares en relación con 
un concepto matemático. Las concepciones se 
componen de elementos que el escolar interio- 
riza, reinterpreta, relaciona y expresa de las tres 
componentes del significado, que son «parce- 
las» del significado que el profesor ha analizado 
con anterioridad (capítulos 5, 6, 7 y 8). En una 
situación de aula, las concepciones de los esco- 


' «Un barco que navega por el océano con destino a 
Le Havre transporta un cargamento de lana de 200 tone- 
ladas de peso bruto que ha cargado en Boston, tiene el 
palo mayor roto, el grumete pasea por el puente, el barco 
lleva 12 pasajeros a bordo, el viento sopla Este-Nordeste 
y son las 3 y cuarto en punto de una tarde del mes de 
mayo. ¿Cuál es la edad del capitán?» 


lares pueden presentar las siguientes limitacio- 
nes no necesariamente vinculadas: erróneas, si 
incluyen incoherencias y deficiencias, o incom- 
pletas, en cuyo caso la concepción presenta ade- 
cuada consistencia interna, pero sin embargo 
necesitan incorporar nuevos elementos de signi- 
ficado con los que abordar nuevas situaciones. 
Por ejemplo, para el concepto de fracción los 
escolares pueden mostrar una concepción erró- 
nea consistente en que la suma de fracciones se 
realiza sumando numerador con numerador y 
denominador con denominador. Por otro lado, 
si el escolar muestra un significado de fracción 
consistente de la fracción como relación parte- 
todo, ante una tarea en la que la fracción expre- 
sa sentido como operador su concepción no 
puede dar respuesta eficiente, y por tanto su 
concepción (no errónea) es incompleta, ya que 
es susceptible de ampliación y reestructuración. 
La ampliación de concepciones incompletas 
puede implicar a una o varias de las componen- 
tes de significado. 


Ejemplifica para un tema de tu elección 
dificultades debidas a la complejidad de la estruc- 
tura conceptual, sistemas de representación o 
sentidos y modos de uso. 


tu elección concepciones erróneas en las que el 
error se deba a: 


e Deficiencias en relaciones conceptuales. 

e Relaciones y conversiones entre sistemas 
de representación inadecuadas. 

e Sentidos inadecuados para un contexto. 


tu elección concepciones incompletas en las que 
la componente de significado que requiere am- 
pliación sea: 


e Estructura conceptual. 
e Sistemas de representación. 
e Sentidos. 
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En segundo lugar atendemos a la compleji- 
dad de los procedimientos matemáticos. Si con- 
sideramos los procedimientos en un determina- 
do tema existe un rango creciente de dificultad, 
desde la mera aplicación de reglas y destrezas, 
pasando por los procesos de argumentación y 
razonamiento (en particular, el uso sistemático 
de esquemas previos de razonamiento puede 
producir errores en otros contextos) hasta la 
modelización de situaciones no familiares. 


Ejemplifica y justifica para un tema de 
tu elección procedimientos con diferente nivel 


de dificultad. 


2.2. Dificultades debidas 
a la presentación por el profesor 
del contenido 


El proceso de enseñanza también genera di- 
ficultades para el alumnado, bien por deficien- 
cias en la selección o diseño de tareas, o bien 
por las explicaciones u orientaciones propues- 
tas al alumnado que no son necesariamente 
apropiadas para todos ellos, ya que no toman 
en consideración los diversos modos de inter- 
pretar los conceptos que comunican los escola- 
res. El lenguaje metafórico que emplea el pro- 
fesor también puede ser fuente de errores. Así, 
la metáfora de la función como máquina «en- 
trada-salida» puede influir negativamente en la 
concepción de una función como relación entre 
variables. Finalmente, concepciones inadecua- 
das del profesor pueden fomentar conflictos en 
el alumnado; por ejemplo, el empleo de un cubo 
de Rubik como modelo para introducir la po- 
tencia cúbica de 3 (3 x 3 x 3). Este cuerpo no 
es adecuado para ilustrar esa potencia, 3°, ya 
que las piezas que lo componen no son cubos 
y, además, carece de cubo central; esto puede 
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inducir en los escolares otras interpretaciones 
no relacionadas con el concepto de potencia 
que el profesor pretende enseñar. 


Un profesor explica a los alumnos el 
algoritmo de la resta «pidiendo prestado». Ante 
la operación 101 — 8, presentamos dos produc- 
ciones de los estudiantes: 


101 
- 8 


Pido prestado 10 de 


3 Pido prestado 
10 de 1. De 8 
hasta 11 van 3. 


1. De 8 hasta 11 van 
3. Me llevo 1. Pido 
prestado 10 de 1. 
De 1 hasta 10 van 9. 


La primera respuesta arroja un resultado co- 
rrecto (101 — 8 = 111 — 18), pero el razonamiento 
incurre en error. La segunda producción incurre 
en error. Propón una posible explicación del pro- 
fesor que induzca tales errores. 


2.3. Dificultades debidas 
a las condiciones cognitivas 
del alumnado 


Es razonable pensar que los estudiantes po- 
drán satisfacer una serie de expectativas de 
aprendizaje relativas a un concepto cuando las 
condiciones cognitivas individuales sean adecua- 
das para ello; de ahí la importancia de vincular 
el estudio y tratamiento de los errores y dificul- 
tades sobre un tema con las expectativas de 
aprendizaje previamente establecidas para ese 
mismo tema. Es decir, el profesor ha de ajustar 
los objetivos especificos a las posibilidades cog- 
nitivas de los escolares y anticiparse a los erro- 
res asociados. Los alumnos han de partir de 
situaciones concretas relacionadas con el tópi- 
co en estudio y, posteriormente, abstraer las 
relaciones formales correspondientes. 


200 / Elementos de didáctica de la matemática para el profesor de Secundaria 


IGN] Elabora una lista de dificultades que na o frustración repetida, producen conflictos 
pueden surgir al enseñar a los escolares las frac- que conducen a errores en el aprendizaje. 


ciones desde un punto de vista estructural. 


Describe ejemplos de tareas o situacio- 


wee ` iy nes de aula que puedan generar dificultades re- 
2.4. Dificultades debidas a condiciones lacionadas con las condiciones afectivas del 


afectivas del alumnado alumnado. 


Finalmente, los estados afectivos y emocio- 
nales negativos hacia las matemáticas, que se 2.5. Clasificación de dificultades 
manifiestan mediante ansiedad frente a la reso- 
lución de problemas, falta de apreciación hacia La tabla 10.2 sintetiza la clasificación de las 
el valor de las matemáticas para la vida cotidia- dificultades anteriormente descritas: 


TABLA 10.2 
Tipos de dificultades 


Clasificación de dificultades 


Complejidad de los objetos matemáticos 


Debidas a la complejidad de la estructura conceptual, sistemas de representación o sentidos o modos 
de uso de los conceptos involucrados. 

Peculiaridades del lenguaje matemático e influencia del uso coloquial de términos específicos. 
Concepciones erróneas o incompletas de los escolares. 


Complejidad de los procedimientos matemáticos 


Sobregeneralización de modelos matemáticos habituales (lineales y de proporcionalidad) y propiedades 
específicas de un dominio particular (por ejemplo, inferencias como «multiplicar hace mayor», «dividir 
hace menor», válidas en números naturales, no se cumplen en el conjunto de los decimales; ab < b, si 
0O<a<lja:b>a,si0<b<l). 

Deficiencias en el uso de condiciones necesarias y suficientes para la veracidad de enunciados condi- 
cionales. 


Procesos de enseñanza 


No adaptación del lenguaje empleado a las capacidades de los estudiantes. 

No consideración de los diferentes ritmos de aprendizaje. 

Empleo de representaciones inadecuadas. 

Ausencia de decodificación, articulación y, por ende, reconducción de las diversas concepciones de los 
estudiantes acerca de un tópico determinado. 


Desarrollo cognitivo de los alumnos 


No adaptación de los objetivos específicos a las características cognitivas del alumnado de una edad 
determinada. 


Actitudes afectivas y emocionales hacia las matemáticas 


Situaciones de ansiedad, bloqueo, miedo o aversión hacia las matemáticas. 
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Completa la tabla 10.2 con ejemplos 
específicos de tu tema de trabajo. 


3. ERRORES Y DIFICULTADES 
EN EL TEMA «ISOMETRIAS 
EN EL PLANO» 


Vamos a ejemplificar errores y dificultades 
para los conceptos de traslación, giro y simetría 
axial. 


Errores y dificultades relacionadas 
con el concepto de traslación 


La traslación es un concepto que no presen- 
ta grandes problemas para el alumnado; no obs- 
tante, investigaciones recientes han recogido 
errores que muestran una insuficiente compren- 
sión del concepto «vector libre» y de la transfor- 
mación geométrica asociada. Consideran estra- 
tegias erróneas como la de la figura 10.1. 


Figura 10.1.—Error en la traslación de una figura. 


El error se muestra al no considerar que la 
distancia entre los puntos correspondientes ha 
de ser igual a la longitud del vector de trasla- 
ción. La dificultad se debe a la complejidad de 
la noción de «vector libre» (la clase de equiva- 
lencia de vectores equipolentes), lo cual lleva a 
los estudiantes a emplear un vector concreto 
para trasladar la figura a modo de «rodillo». 
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Una dificultad adicional surge del uso del 
término «traslación» para describir el movi- 
miento de un planeta alrededor del Sol, no re- 
lacionado con su uso técnico matemático. 


Errores y dificultades relacionadas 
con el concepto de giro 


Los giros suelen presentar errores de dife- 
rente procedencia, tal y como se muestra en las 
figuras 10.2 y 10.3. En la figura 10.2, el sujeto 
incurre en la «rigidez» de la figura al ser rotada. 
Para el caso del giro de 90.” antihorario, la fi- 
gura 10.3 muestra diversos tipos de errores. En 
la ilustración (A) el estudiante considera que el 
segmento rotado es perpendicular al inicial pa- 
sando su prolongación por el centro de giro. En 
la ilustración (B) se modifica la equidistancia 
de la figura inicial y rotada al centro. 


Figura 10.2.—Error relacionado con la «rigidez» de la 
figura rotada. 


Figura 10.3.—Otros errores relacionados con el concepto 
de giro. 
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Identifica el error o errores que se ma- 
nifiestan en las ilustraciones (C) y (D) de la figu- 
ra 10.3. 


Las dificultades se deben a la influencia de 
contextos cotidianos (ni la mano ni el bolígrafo 
rotan al esbozar una circunferencia a mano al- 
zada) o a representaciones (si el centro de rota- 
ción está fuera de la figura a rotar, dificulta la 
visualización del giro). 


Errores y dificultades relacionadas 
con el concepto de simetría axial 


Con relación a los errores y dificultades re- 
portados en investigaciones sobre el manejo de 
las simetrías axiales destacamos las siguientes 
ejemplificaciones: 


e Los estudiantes suelen representar ade- 
cuadamente el simétrico de un punto, 
pero incurren en error cuando represen- 
tan el simétrico de un segmento, dado que 
no suelen relacionar el simétrico de un 
segmento con el segmento de extremos los 
simétricos de los puntos extremos del ori- 
ginal. En general, para obtener el simétri- 
co respecto a un eje de un polígono dado 
los estudiantes eligen una cantidad insu- 
ficiente de puntos y recuperan mental- 
mente la figura simétrica que incluye a 
esos puntos, incurriendo en error. 

e No mantener la equidistancia de la ima- 
gen y su simétrico al eje, ni la perpendicu- 
laridad del segmento formado por dichos 
puntos respecto al mismo. 

e Dibujar la figura simétrica de forma pa- 
ralela a la misma, sin cambiar la orienta- 
ción o generalizando el procedimiento de 
simetrizar respecto a un eje vertical ima- 
ginario. 


e Dibujar la figura simétrica paralela a la 
original al otro lado del eje de simetría. 

e La percepción errónea de ejes de simetría 
axiales para dos figuras no correspondi- 
das por dicho tipo de transformación, 
sino por composición de simetría axial y 
traslación (deslizamiento). 


WARS Wee Identifica el error o errores que se ma- 
nifiestan en las ilustraciones recogidas en la si- 
guiente figura: 


Figura 10.4.—Errores identificados en la obtención de 
una figura simétrica. 


Dificultades que pueden dar lugar a errores 
pueden ser las siguientes: 


e El eje de simetría está inclinado con res- 
pecto a la vertical. 

e El eje de simetría corta a la figura a sime- 
trizar. 

e Influencia del uso cotidiano de la simetría 
especular cuyo eje es vertical. 

e El uso de cuadrícula para ayudar a iden- 
tificar las medidas es contraproducente. 

e Generalización de traslaciones (resisten- 
cia a aceptar el cambio de orientación de 
la figura simétrica). 
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4. ERRORES Y DIFICULTADES 
RELACIONADAS CON EL TEMA 
«ESTADISTICA DESCRIPTIVA» 


Ejemplificamos a continuación errores y di- 
ficultades relacionadas con el aprendizaje de las 
nociones relacionadas con la estadística des- 
criptiva. 


Sobre tablas y gráficos estadísticos 


e Elección inadecuada de gráficos estadisti- 
cos para las características de las variables 
representadas, por ejemplo el empleo de 
gráfico de barras para variables continuas 
o de un gráfico lineal para variables cua- 
litativas. 

e Omisión de las escalas de los ejes vertical 
y/o horizontal, y origen de coordenadas. 

e Los ejes no están etiquetados. 

e Empleo de divisiones insuficientes. 


Localiza otros errores de aprendizaje 
acerca de tablas y gráficos estadísticos. 


Sobre el concepto de media 


e «La media es igual a la media de las me- 
dias». Por ejemplo, una respuesta errónea 
al problema «Hay 10 personas en un ascen- 
sor, 4 mujeres y 6 hombres. El peso medio 
de las mujeres son 50 kg y el peso medio de 
los hombres es 80 kg. ¿Cuál es el peso me- 
dio de las 10 personas que están en el as- 
censor?» es (50 + 80)/2 = 65. Sin embargo, 
esta estrategia únicamente funciona si las 
«sub-muestras» tienen el mismo tamaño, y 
de ahí la importancia de valorar los casos 
en los que estrategias generalmente erró- 
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tra. Situaciones tales como «La nota me- 
dia de los estudiantes de un instituto es 
8,5. Si tomamos una muestra de 5 estu- 
diantes, y las notas de los 4 primeros son 
7, 8, 7,5, 8,5. ¿Qué nota esperas que tenga 
el quinto estudiante?» son abordadas cal- 
culando el valor de la nota del quinto es- 
tudiante tal que la nota media de la mues- 
tra sea igual a 8”5, más que considerar la 
nota media como representativa. 

La media de tres valores xı, X2 X3, no cum- 
ple la propiedad asociativa: 


xX, + x X + X3 


+x xX, + 
Xi +X + X3 2 "a l 3 
3 2 2 


Confusión de la media con la moda y me- 
diana. 


J= 2, Amplía la lista anterior con otros erro- 
res de aprendizaje acerca de la media. 


Sobre medidas de dispersión 


Confundir la desviación tipica o varianza 
con la diversidad de los valores de la va- 
riable. Es decir, los estudiantes consideran 
que la muestra {10, 20, 30, 40, 50, 60} con 
media 35 tiene más variabilidad que {10, 
10, 10, 60, 60, 60} con igual media, a pesar 
de que la desviación típica de la primera 
muestra es inferior a la de la segunda. 


AREA Amplía la lista de errores relacionadas 
con medidas de dispersión. 


Las dificultades que dan origen a los errores 


neas son válidas. 
No considerar la media como el valor re- 
presentativo de la población y de la mues- 
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anteriores se interpretan mediante la presencia 
de esquemas previos inadecuados (la media es 
igual a la «media de las medias»), influencia de 
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uso cotidiano de términos (confundir variabili- 
dad con diversidad, en vez de dispersión respec- 
to el valor esperado o media). 


5. ERRORES Y DIFICULTADES 
RELACIONADAS CON «LIMITE 
DE UNA FUNCIÓN EN UN PUNTO» 


Para ejemplificar los errores y dificultades 
de los estudiantes en relación con el concep- 
to de límite finito de una función en un punto, 
consideramos los conflictos que los estudiantes 
tienen para relacionar y coordinar tres sentidos 
de la noción de límite finito de una función en 
un punto: 


e Sentido dinámico o de convergencia. Se 
manifiesta con el proceso numérico de 
aproximación al límite implicado, tenien- 
do en cuenta las condiciones laterales. 

e Sentido estático o de valor de la función. Se 
manifiesta con el procedimiento de susti- 
tuir el valor del punto en la expresión fun- 
cional, aunque este procedimiento está 
basado implicitamente en la propiedad de 
continuidad y en el sentido dinámico. Tam- 
bién se manifiesta cuando los estudiantes 
sostienen que basta una cantidad finita de 
valores para intuir el límite. 

e Sentido de restricción. La consideración 
circunstancial o sistemática del límite 
como lo que no se alcanza o se rebasa se 
relaciona con este sentido, e implica de 
igual forma al sentido dinámico. 


Los errores que se manifiestan en un sentido 
dinámico o de convergencia de la noción de li- 
mite son: 


e Descoordinación de la relación entre las 
variables, identificando el límite con el 


valor de la abscisa x = a, o bien analizan- 
do la convergencia de las imágenes en el 
orden en el que se muestran en la tabla 
sin tener en cuenta la «ordenación» de 
los valores de la variable x de los que 
dependen. 

Presunción de que los valores de la función 
no rebasan ni alcanzan el valor límite. Esta 
creencia combina el sentido dinámico con 
el de restricción. El uso de sucesiones mo- 
nótonas convergentes al límite puede po- 
tenciar la creencia de que el límite no se 
alcanza y no se rebasa. 


e 


Ejemplos de dificultades son el empleo ex- 
cesivo de funciones con convergencia monóto- 
na o tablas de valores en los que hay un «orden 
predefinido» en los valores de x y f(x). 

Los errores que se manifiestan en un sentido 
estático o de valor de la función de la noción 
de límite son: 


e Creencia en que con una cantidad suficien- 
te de valores se identifica el valor límite; 
por ejemplo, ante la sucesión 079, 099, 
0999, 09999, 0999999... los estudiantes 
identifican a partir de la observación de 
una cantidad finita de términos que el lí- 
mite ha de ser necesariamente 1. Una su- 
cesión alternativa que diagnosticara dicho 
error podría ser 09, 099, 0999, 09999, 
0999999, 099999949, 0999999409, 
09999994999, 0'99999949999..., que pue- 
de ser identificada por tener límite 1 en 
vez de 0'9999995, 

La creencia en que el límite siempre se ob- 
tiene mediante sustitución. El excesivo én- 
fasis en que una sucesión numérica con- 
vergente a un límite conduce a calcular el 
mismo mediante sustitución formal; los 
estudiantes pueden no prestar atención al 
procedimiento numérico y calcular siste- 


e 
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máticamente la imagen del punto. Otros 
investigadores sostienen que los estudian- 
tes recurren a la sustitución como resis- 
tencia para aceptar que la tendencia hacia 
valores laterales diferentes conduce a la 
no existencia de límite (si este recurso no 
es posible optan por la asignación del va- 
lor de la abscisa al límite). 


Ejemplos de dificultades asociadas son la 
consideración abusiva de valores de límite natu- 
rales o con una cantidad finita de cifras decima- 
les, o el excesivo énfasis en el procedimiento 
práctico de cálculo más que en las propiedades 
del proceso dinámico implícito. 

Los errores que se manifiestan en un sentido 
de restricción de la noción de límite son: 


* Influencia del uso coloquial del término li- 
mite. El sentido de restricción forma par- 
te del uso coloquial del término límite, tal 
y como se refleja en su análisis concep- 
tual, recogido en el capítulo 7. Algunas 
respuestas de los estudiantes frente a la 
discusión acerca de la propiedad de no 
rebasabilidad (o alcanzabilidad) del límite 
sostienen categóricamente «si fuera reba- 
sable no se llamaría límite». 

e Abuso en la enseñanza de funciones que 
presentan estricta monotonía lateral. El 
abuso de ejemplificaciones de límite con 
funciones en las que el comportamiento 
lateral es monótono enfatizan la propie- 
dad del límite como no rebasable y no al- 
canzable, lo cual puede transferirse al co- 
nocimiento de los escolares. 


Ejemplos de dificultades asociadas son las 
peculiaridades del lenguaje coloquial y el abuso 
de ejemplos que presentan propiedades que no 
son características del concepto del límite. 
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W= 2") Identifica el error o errores que se ma- 
nifiestan en los siguientes fragmentos de una si- 
tuación de aula: 


Fragmento 1 


—(A. Alumno). Es que un límite es una apro- 
ximación, pero no siempre tiene que ser precisa. 
Puedes hacerlo como quieras; la precisión no es 
una cosa que siempre puedes hacer tan precisa 
como tú quieras. 

—(P. PROFESOR). La precisión... ¿Qué es pre- 
cisión para ti? 

—A. Aproximarse al límite. Al no ser exacto tu 
no puedes precisarlo... Puede salir 1’99... Puede 
salir 1*'9; tú puedes precisarlo para que salga 
1'99, sigue siendo el mismo pero no es tan pre- 
ciso. 


Fragmento 2 


—(A1. ALUMNO1). Te puedes ir aproximando 
en menos de un numero determinado. 

—(A2. ALUMNO 2). Se puede seguir, pero ya 
se sabe. 

—(A3. ALUMNO 3). Yo creo que el limite se 
puede alcanzar. 

—A2. Yo no sé si «alcanzar el límite» seria 
f(x) [evaluar f en el punto x = aj. 

—A\1. Te puedes aproximar cada vez más al 
limite, pero no se puede calcular el limite exacto. 

—A3. Con tres o cuatro valores no te va a 
salir el número, pero te sale... una aproximación. 

—A2. Pues ya sabes cuál es el límite. 


6. VINCULACIÓN ENTRE 
EXPECTATIVAS DE APRENDIZAJE 
Y LIMITACIONES 


Las limitaciones de aprendizaje ofrecen in- 
dicadores que impiden u obstaculizan la conse- 
cución de uno o varios objetivos específicos 
planificados; de ahí que sea necesario examinar 
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la vinculación entre los errores y las dificultades 
de aprendizaje para un tópico y los objetivos 
específicos con los que se relacionan. 
Ejemplificamos el caso del tópico «Límite fi- 
nito de una función en un punto». La tabla 10.3 
sintetiza la lista de errores y dificultades relacio- 


nados con el tema, y en la tabla 10.4 establecemos 
el vínculo entre los objetivos específicos de este 
tema, que a diferencia de los presentados en el 
capítulo 9 profundizan en las expectativas de 
aprendizaje referidas exclusivamente al caso fini- 
to, y sus errores asociados. 


TABLA 10.3 


Errores y dificultades relacionados con «Límite finito de una función en un punto» 


. Influencia del uso coloquial del término «limite». 


Sostener sistemáticamente que el límite no ha de ser rebasable por definición. 
Identificar como sinónimos los términos «tender» y «aproximarse». 


. Esquemas previos. 


Considerar que para reconocer el límite de una sucesión basta una cantidad finita de términos. 
Lectura monótona de las imágenes de una función en una tabla, sin tener en cuenta la ordenación 
de los valores de las abscisas de las que proceden. 

Considerar que el límite no es rebasable ni alcanzable por familiaridad con ejemplificaciones de 
funciones monótonas. 


. Ruptura entre el procedimiento estándar de cálculo y el proceso de convergencia. 


Identificación entre el límite y la imagen. 
Resistencia a aceptar la no convergencia de una función en el entorno de un punto atribuyendo la 
abscisa como valor del límite (o si procede, la imagen). 


Características opacas de las representaciones del concepto de límite. 


Dificultad para interpretar las desigualdades y los cuantificadores en la definición formal. 


aia ; ; _ x , x 
Interpretación dinámica del operador /im. Considerar que lim e y = 1 Porque los pro- 
xolt o) x X= 
2 wa) 
+ lim y 1 Porque los 


x-1 xr XxX 


cesos infinitos convergen a un mismo límite, y al mismo tiempo lim 
x>1* 


valores límite no son alcanzables. 
Negar la alcanzabilidad del límite a la vista de la representación tabular. 
Generalizar la igualdad lim A(x,) = Alim x,) = Ax,) para cualquier función f y Xp. 
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TABLA 10.4 
Vinculo entre objetivos especificos y errores de aprendizaje 


Errores vinculados 


E3, E4 


Objetivos específicos 


Identificar el valor límite a partir de una tabla de valores, cuyo valor sea na- 
tural o racional. 


Estimar entornos del límite y del valor del punto con ayuda de material tec- ES 
nológico para cualquier cota de error requerida. Relacionar representaciones 
gráficas y numéricas. 


Valorar y ejemplificar situaciones en las que el límite es alcanzable o rebasable. El, ES, E10 


Distinguir entre situaciones de aproximación (0,999... se aproxima a 2) y si- E2 
tuaciones de tendencia (0,999... tiende a 1). 


Distinguir los límites laterales e identificarlos a partir de una tabla de valores. 
Deducir la existencia de límite como la igualdad de los mismos. 


Diferenciar entre la imagen y el límite de una función en un punto. 


Interpretar enunciados simbólicos de igualdad que relacionen límite, imagen 
y límites laterales, y trazar o seleccionar gráficas que los satisfagan. 


Relacionar el procedimiento de cálculo por sustitución con la comprobación 
del resultado del proceso numérico vinculado. 


WAS=\ ike Realiza el mismo razonamiento con 
ejemplos tomados de los temas «Estadistica des- 
criptiva» e «lsometrias en el plano». 


fuentes de información disponibles en libros e 
Internet y las categorías de clasificación pro- 
puestas en este capítulo facilitan esa tarea. 

Además del análisis de errores y dificulta- 
des, conviene realizar una vinculación con las 
expectativas de aprendizaje del tópico que han 
sido tratadas en el capítulo anterior. 

En el capítulo 11 se tratarán las oportuni- 


7. CONCLUSIONES 


La búsqueda y organización de errores y di- 
ficultades puede ser una tarea compleja para el 
profesor en formación inicial debida a la inex- 
periencia investigadora y/o docente, pero las 
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dades de aprendizaje, entre las cuales se encuen- 
tran aquellas tareas que sirven de prevención, 
diagnóstico y superación de errores y dificulta- 
des relacionados. 


Oportunidades para el aprendizaje 


JUAN FRANCISCO RUIZ HIDALGO 


LUIS RICO ROMERO 


INTRODUCCIÓN 


Los sistemas educativos en las sociedades 
actuales se organizan mediante instituciones for- 
mativas, las cuales transmiten a las jóvenes gene- 
raciones la cultura de la comunidad a la que per- 
tenecen, proporcionándoles una formación básica 
como personas y como ciudadanos. Dentro de 
esas instituciones, la escuela es el establecimien- 
to social fijado para la apropiación y construcción 
de los contenidos de la matemática escolar. 

La escuela proporciona oportunidades para el 
aprendizaje, ocasiones para que los estudiantes 
elaboren y desarrollen ideas y conceptos, prueben 
y experimenten su alcance y significado, se apro- 
pien de técnicas, evalúen y sistematicen prácticas, 
valoren hechos, manifiesten sus actitudes y afecti- 
vidad, enjuicien sus actividades personales y sus 
decisiones sociales. Todas esas coyunturas requie- 
ren procesos cognitivos complejos de ensayo, adap- 
tación, consolidación y conceptualización, actua- 
ciones individuales y cambios, a cuyos efectos 
llamamos aprendizaje. La matemática forma parte 


1. OPORTUNIDADES DE APRENDIZAJE 


Las categorías del tercer organizador de la 
dimensión cognitiva del currículo son las opor- 
tunidades de aprendizaje. Como se vio en el 
capítulo 4, constituyen un sistema para analizar 
y estudiar las condiciones y orientación del 
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de esa cultura indispensable que el escolar recibe 
y elabora, interioriza y asienta. Los contenidos de la 
matemática escolar son parte relevante de su apren- 
dizaje, esencial por su riqueza cognitiva para el de- 
sarrollo intelectual y social de niños y jóvenes. 

En este capítulo el interés se centra en identi- 
ficar oportunidades de aprendizaje relativas a los 
contenidos matemáticos escolares, oportunidades 
que se integren en el currículo, que se puedan 
planificar e implementar mediante una propuesta 
formativa. Es importante examinar y destacar esas 
oportunidades en toda su amplitud y diversidad, 
ya que el profesor puede descuidar su atención y 
consideración sistemática, olvidando mejorar la 
oferta formativa para la matemática escolar. Entre 
las oportunidades consideramos las instituciones 
y su regulación, los agentes y su formación, las 
infraestructuras y recursos, los hábitos y prácticas 
y las valoraciones, junto con las evaluaciones que 
sistemática y regularmente se realizan, acreditan- 
do la calidad de esa oferta. 


aprendizaje matemático escolar. El organizador 
oportunidades de aprendizaje se refiere al con- 
junto de circunstancias y experiencias, orienta- 
ciones, demandas y retos que acompañan y es- 
timulan los aprendizajes escolares, bien porque 
que los regulan, los condicionan, los incentivan 
o los promueven. Los resultados de analizar las 
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oportunidades de aprendizaje de un tema ma- 
temático escolar concreto son contenidos di- 
dácticos del correspondiente tema, contenidos 
relativos a sus condiciones de aprendizaje, a sus 
demandas y a los retos que se identifican en el 
tema en cuestión. 


Busca en la red trabajos que traten so- 
bre Oportunidades de Aprendizaje (ODA) o bien 
sobre Opportunities to Learn (OTL). 

Haz un resumen e identifica los principales 
descriptores de esta noción. 


Condiciones, demandas especificas y desa- 
fios o retos son los componentes del organiza- 
dor Oportunidades de aprendizaje que aquí se 
consideran. Estos componentes son parte 
constitutiva del contenido didáctico de cada 
tema de la matemática escolar. El conocimien- 
to de esos componentes es inherente a la com- 
petencia profesional del profesor, así como la 
vinculación de estos elementos con las expec- 
tativas y las limitaciones que, previamente, se 
hayan detectado en el análisis cognitivo de ese 
mismo tema. 


1.1. Oportunidades de aprendizaje y 
planificación matemática escolar 


Planificar para incentivar el aprendizaje de 
un contenido matemático escolar concreto re- 
quiere que el profesor realice un análisis cogni- 
tivo y que conozca los contenidos didácticos 
apropiados para optimizar su uso. Para cada 
tema de las matemáticas escolares, el profesor 
ha de determinar e integrar esas oportunidades 
en su planificación y actuar en consecuencia 
durante su implementación, de la misma forma 
en la que identifica objetivos, detecta dificulta- 
des o reconoce errores. 


Describe una situación estándar de 
aprendizaje con estudiantes de Bachillerato del 
concepto de límite finito de una función en un 
punto. 

Recuerda las expectativas que enunciamos 
en el capítulo 9 y las limitaciones que identifica- 
mos en el capítulo 10 relativas al aprendizaje de 
este mismo concepto. 


Especifica distintas decisiones que 
muestren cómo mejorar la situación de aprendi- 
zaje antes descrita. Enuncia alguna demanda o 
reto cognitivo que, para la noción de límite, con- 
tribuya a estimular el aprendizaje de ese mismo 
tema matemático. 

Resume una secuencia con propuestas para 
promover y mejorar ese aprendizaje. 


En su trabajo de diseño e implementación 
de unidades didácticas el profesor ha de fomen- 
tar, o reforzar, condiciones que impulsen el 
aprendizaje de los escolares, plantear demandas 
cognitivas que les exijan y comprometan, pro- 
ponerles interrogantes que los desafien e impli- 
quen una ampliación de ideas, y estimular la 
exploración de nuevas relaciones entre concep- 
tos, junto con su generalización. Estas razones 
justifican la conveniencia de este tercer organi- 
zador curricular para el análisis cognitivo. Ya 
que es muy difícil predeterminar y estandarizar 
la trayectoria de cada escolar durante su pro- 
ceso de aprendizaje, sí resulta factible recoger, 
interpretar y coordinar aquellas condiciones, 
circunstancias y experiencias que puedan pro- 
moverse e incentivarse para estimular el apren- 
dizaje de los escolares, tanto en sus aspectos 
normativos como en otros más creativos e in- 
novadores. 


Elabora una tabla en que se relacionen 
expectativas, limitaciones y oportunidades sobre 
aprendizaje del tema Teorema de Pitágoras. 
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Los componentes de este organizador atien- 
den diferentes criterios. Como se ha dicho, des- 
de un planteamiento curricular se consideran: 
las condiciones o circunstancias que incentivan 
los aprendizajes; las demandas cognitivas que se 
plantean a los escolares y que requieren de su 
intuición y de su actuación reflexiva; y los inte- 
rrogantes que el docente les propone como reto 
y desafío intelectual. 

Las oportunidades para aprender que los 
profesores pueden ofrecer a sus estudiantes se 
concretan en las tareas matemáticas escolares, 
como se expone en el capítulo 13. La función 
cognitiva de una tarea es proporcionar un con- 
texto convencional y estructurado que deman- 
da actuaciones con sentido, mediante práctica 
de una o varias habilidades matemáticas. Esta 
función tiene dos características: por un lado, 
indica al profesor el logro de las expectativas. 
Por otro, sirve como herramienta para detectar 
las dificultades de los estudiantes o para ayu- 
darles a su superación. 


Revisa los enunciados de las expectati- 
vas descritas como respuesta en las tareas 2 y 3. 
Redacta una tarea escolar para mejorar el apren- 
dizaje del límite finito de una función, e identifica 
alguna de los funciones a las que atiende. 


1.2. Consideraciones acerca 
del aprendizaje de las matemáticas 
escolares 


Conjeturamos que niños y jóvenes apren- 
den las matemáticas escolares mediante un 
progresivo desarrollo de su capacidad de razo- 
namiento, de sus modos de argumentación y 
actuación, basados en procesos de representa- 
ción y abstracción, así como de la clasificación 
y uso funcional de aquellos conceptos, que 
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estructuran con significado dicho pensamien- 
to matemático. 

En coherencia con los planteamientos cog- 
nitivos de las propuestas curriculares, sostene- 
mos que ese aprendizaje tiene lugar como cons- 
trucción socialmente mediada de los significados 
de dichos contenidos matemáticos, con especial 
énfasis en sus sentidos y modos de uso, de 
modo guiado y progresivo en situaciones cultu- 
rales, personales, escolares y sociales. Esos dos 
requisitos —tipos de conocimientos y modos 
de uso— tienen implicaciones importantes para 
las finalidades y los objetivos de las matemáti- 
cas escolares. Sobre esos supuestos, la organi- 
zación del trabajo debe considerar que: 


1. Cada estudiante construye nuevos co- 
nocimientos sobre su dominio de otros. 
Los conocimientos anteriores no se li- 
mitan a sus definiciones formales; con- 
viene no olvidar aquellas concepciones 
previas y otros conocimientos informa- 
les de los propios alumnos. 

2. El proceso de construcción ocurre me- 
diante interacción, mediante negocia- 
ción de significados y comunicación 
con profesores y compañeros, con quie- 
nes se toman decisiones específicas en 
situaciones concretas. El carácter for- 
mal y abstracto de las estructuras ma- 
temáticas no facilita ese proceso. Los 
artefactos culturales, mediadores, plan- 
tean situaciones y modos de uso que 
proporcionan sentido a los nuevos con- 
ceptos que se aprenden. 

3. El dominio dual del contenido matemá- 
tico —interno y externo— pone su én- 
fasis en un modo funcional de trabajar 
con la matemática escolar, que determi- 
na el logro y alcance de la competencia 
matemática escolar, descrita en el ca- 
pítulo 9. 
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Busca información en la red con los 
términos clave: aprendizaje matemático cultu- 
ralmente mediado. Haz un breve resumen de 
este concepto. Busca igualmente los términos: 
constructivismo social. Haz un resumen de esa 
noción. 


El enfoque funcional, a su vez, sitúa el apren- 
dizaje en un contexto relevante de aplicación y 
toma de decisiones. En esta perspectiva, la reso- 
lución de problemas adquiere especial importan- 
cia como estrategia de formación. 

Estas consideraciones generales sobre el 
aprendizaje de las matemáticas escolares con- 
dicionan la toma de decisiones en el proceso de 
su enseñanza. Establece como finalidad que los 
escolares desarrollen la competencia matemati- 
ca, requerida para atender las necesidades de 
su vida cotidiana y laboral, como ciudadanos 
reflexivos y profesionales comprometidos. Se 
trata de una meta desafiante, que necesita una 
cuidadosa planificación y una puesta en prác- 
tica reflexiva y meditada. 


ASA Localiza en el capitulo 9 la noción 
«aprendizaje funcional»; resume las ideas princi- 
pales que lo establecen. 


1.3. Aprendizaje de las matemáticas 
en el currículo de Secundaria 


Como vimos en el capítulo 2, cada ley edu- 
cativa, junto con los documentos que la desa- 
rrollan, modifica y regula los procesos de ense- 
ñanza y aprendizaje para cada materia de la 
Educación Secundaria. Un documento reciente 
que estructura el currículo es el Real Decreto 
1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se es- 
tablece el curriculo básico de la Educación Se- 
cundaria Obligatoria y del Bachillerato. Como 
se ha visto en el capítulo 2, ese real decreto fun- 


damenta el aprendizaje escolar en el desarrollo 
de competencias, y propicia una renovación en 
la práctica docente, en los procesos de instruc- 
ción y en los de formación. 

Cada normativa propone nuevos enfoques 
para el aprendizaje y la evaluación, que supo- 
nen un cambio en las tareas con las que fami- 
liarizar y sobre las que formar a los alumnos. 
Todo ello requiere planteamientos metodológi- 
cos innovadores e implica cambios en el rol del 
docente. El profesor, pues, debe acentuar su ca- 
pacidad profesional para el diseño de tareas y 
situaciones de aprendizaje, especialmente aque- 
llas que favorecen la resolución de problemas, 
aplican los conocimientos aprendidos y fomen- 
tan la actividad reflexiva de los estudiantes. 

La competencia matemática y las competen- 
cias basadas en ciencia y tecnología, conocidas 
por las siglas STEM (Science, Technology, En- 
gineering, Mathematics), son parte de las siete 
competencias básicas. Todas ellas son importan- 
tes, si bien el Real Decreto 1105/2014 subraya 
que deben potenciarse las siguientes: Comuni- 
cación verbal, Competencia matemática y Com- 
petencias básicas en ciencia y tecnología. 

En Educación Secundaria Obligatoria desta- 
ca una atención especial al logro y el desarrollo 
de esas competencias, así como a cuidar la ex- 
presión oral y escrita correcta en el uso de las 
matemáticas. Por este motivo se diseñan progra- 
mas de mejora del rendimiento, dirigidos prefe- 
rentemente a aquellos escolares que presenten 
dificultades relevantes en su aprendizaje, progra- 
mas que desarrollan los centros a partir de 2.* de 
ESO. Como se verá en el capítulo 20, la meto- 
dología específica de trabajo consiste en la orga- 
nización de contenidos, actividades prácticas y, 
en su caso, de materias diferentes a las estableci- 
das con carácter general, con la finalidad de que 
alumnos y alumnas puedan seguir el cuarto cur- 
so por la vía ordinaria y obtener el título de Gra- 
duado en Educación Secundaria Obligatoria. 
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Identifica estas ideas y principios en los 
documentos que los currículos de matemáticas 
tienen para las materias de Secundaria. Señala 
cuáles no están recogidas. 


La visión del aprendizaje recogida en los 
documentos curriculares indica que las actua- 
ciones educativas en el Bachillerato deben favo- 
recer la autonomía de aprendizaje, el trabajo en 
equipo y la aplicación de métodos de investiga- 
ción apropiados. 


2. CONDICIONES Y CIRCUNSTANCIAS 
DEL APRENDIZAJE MATEMATICO 
ESCOLAR 


Las actividades para el aprendizaje mate- 
mático escolar se presentan en situaciones muy 
diversas, derivadas de diferentes condicionantes 
sociales, políticos y pedagógicos, que propor- 
cionan a los escolares posibilidades de aprender 
conceptos, desarrollar destrezas y mejorar acti- 
tudes. 

La consideración de tales circunstancias 
contribuye a interpretar de distintas formas los 
requisitos técnicos y prácticos que promueven 
y condicionan el aprendizaje escolar. Esas va- 
riables gestionan los niveles curriculares relati- 
vos al sistema educativo, a la escuela, al aula y 
a los escolares. Dichos niveles recogen informa- 
ción para responder a las preguntas: 


a) ¿Qué medios proporciona el sistema 
educativo para atender a las expectati- 
vas de aprendizaje? 

b) ¿Cómo se organiza la instrucción en el 
medio escolar? 

c) ¿Quién orienta y promueve los aprendi- 
zajes en el aula? 

d) ¿En qué modo y qué aspectos condicio- 
nan un aprendizaje autónomo? 
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Junto con esos niveles se identifican, de forma 
transversal, tanto rasgos internos propios del sis- 
tema escolar (política educativa, programas espe- 
ciales de apoyo a los centros, coordinación intra 
y extra departamental, condicionantes curricula- 
res y de funcionamiento de los centros educativos) 
como otras circunstancias externas al sistema es- 
colar (diferencias socioculturales entre grupos de 
estudiantes, actividades extracurriculares que se 
pueden plantear en el centro escolar y otras). 

Los contenidos didácticos son en este caso 
los descriptores y componentes con que el pro- 
fesor de matemáticas ordena el conjunto de 
condiciones y circunstancias del aprendizaje 
escolar respecto de un tema concreto, median- 
te el organizador curricular «oportunidades de 
aprendizaje». 


2.1. Condicionantes curriculares 
en el aprendizaje 


Como se ha visto en el capítulo 2, los de- 
sarrollos normativos curriculares regulan las 
asignaturas a lo largo de la Enseñanza Secun- 
daria Obligatoria y en Bachillerato. 


Localiza en el Real Decreto 1105/2014 
el número de horas que se dedican a las asigna- 
turas troncales en Secundaria Obligatoria y en 
Bachillerato. Haz una estimación de las horas se- 
manales que en cada curso se pueden dedicar a 
las matemáticas. 


dos libros de texto de matemáticas distintos en los 
que aparezca. Compara el número de lecciones 
que cada libro dedica a ese tema, así como otros 
indicadores que muestren su extensión, como son 
el número de páginas dedicadas al tema, número 
de preguntas, número de ejercicios, tipos distintos 
de tareas y problemas que destacan. 

¿Cuál de los dos libros ofrece mejores opor- 
tunidades para el aprendizaje del tema? 
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Además de las asignaturas troncales de ma- 
temáticas, en Secundaria Obligatoria las admi- 
nistraciones educativas introducen medidas de 
organización flexible de las enseñanzas. Esas 
medidas pueden incluir adaptaciones curricu- 
lares, integrar las materias en diversos ámbitos, 
proponer agrupamientos flexibles, promover el 
apoyo en grupos ordinarios, establecer des- 
doblamientos de grupos, ofertar materias espe- 
cificas, organizar Programas de Mejora del 
Aprendizaje y del Rendimiento, junto con otros 
programas de tratamiento personalizado para 
alumnado con necesidad específica de apoyo 
educativo. En el capítulo 20 se hace una des- 
cripción de algunas de esas opciones. 

Los centros tienen autonomía para organi- 
zar los grupos y las materias de manera flexible 
y para adoptar las medidas de atención a la 
diversidad más adecuadas a las características 
de su alumnado y que permitan un mejor apro- 
vechamiento de los recursos que disponga. 


Localiza la actual normativa de aten- 
ción a la diversidad, o compensación educativa, 
de tu comunidad autónoma. Identifica en ella 
asignaturas de refuerzo de matemáticas, descri- 
be los cursos en los que se pueden impartir, el 
horario semanal y los condicionantes que se de- 
rivan de la elección de algunas asignaturas para 
el curso siguiente. Describe en qué modo inciden 
sobre las oportunidades para el aprendizaje. 


2.2. Condicionantes para el aprendizaje 
en el centro educativo 


El profesor encuadra su autonomía profe- 
sional en un sistema de ideas que combinan 
un enfoque funcional de la matemática escolar 
con unos principios constructivistas y un en- 
foque antropológico. El primero subraya que 
aprender consiste en desarrollar capacidades 
matemáticas y actuar mediante ellas; los se- 


gundos sostienen que el conocimiento mate- 
mático es resultado de una construcción so- 
cialmente mediada; el tercero considera que 
los sistemas educativos transmiten el patrimo- 
nio cultural de la sociedad, que integra tam- 
bién la matemática. 

Tales ideas y fundamentos requieren del 
profesor un liderazgo como agente dinamiza- 
dor del aprendizaje en el aula de matemáticas, 
mediante consideraciones sobre los procesos 
de enseñanza y aprendizaje relativas a tareas 
significativas, construcción progresiva del co- 
nocimiento, actividades útiles, resolución de 
problemas y otros. Mientras, el profesor im- 
plementa su proyecto educativo y promueve 
nuevos aprendizajes, mediante elección de ta- 
reas y planificación de secuencias, con nuevas 
oportunidades para el aprendizaje de los estu- 
diantes. 

Por semejanza y relación, estas funciones 
impulsoras del profesor se pueden extender a 
los demás miembros de los equipos educativos, 
ya que las tareas propuestas no sólo son aque- 
llas que se plantean en el aula de matemáticas, 
sino que pueden trascender ese ámbito. Así 
aparecen oportunidades externas a los centros 
educativos: visitas a museos de la ciencia; itine- 
rarios matemáticos; participación en concur- 
sos de matemáticas; talleres matemáticos, astro- 
nómicos, científicos e informáticos y algunos 
otros, comentados en los capítulos 3 y 15. 


2.3. Condiciones del trabajo en el aula 


Los aprendizajes matemáticos escolares se 
inician y despliegan en el aula, en cada nivel y 
en cada curso; no sólo ocurren y suceden de 
manera natural, sino que se incentivan y pro- 
mueven en cada uno de esos ámbitos. De ahí la 
importancia de identificar condiciones y opor- 
tunidades para su estímulo e incentivación. 
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Identifica y describe al menos tres 
condiciones que faciliten el inicio y desarrollo del 
aprendizaje del teorema de Pitágoras en Secun- 
daria. 


Los conceptos y procedimientos matemáti- 
cos escolares se generan y desarrollan en la es- 
cuela, a lo largo de los distintos cursos; los es- 
tudiantes los utilizan, integran y se los apropian 
mediante el diálogo y la comunicación en el 
aula. Los conceptos y procedimientos se des- 
pliegan e incrementan, ya que su aprendizaje no 
es incidental sino que está orientado e incenti- 
vado; se deben plantear intencionalmente me- 
diante demandas y estímulos específicos, que 
continúen etapas anteriores. Por ejemplo, para 
enriquecer el aprendizaje del concepto de fun- 
ción, introducido a partir de la idea de relación 
funcional entre variables, hay que proponer ta- 
reas a los escolares que dejen de manifiesto la 
idea de correspondencia unívoca. 


Identifica y describe al menos tres 
condiciones que muestren cómo los contenidos 
matemáticos del teorema de Pitágoras plantean 
demandas de aprendizaje. 


También los aprendizajes progresan y evolu- 
cionan de acuerdo con la estructura del sistema 
educativo, con su organización lineal o en espi- 
ral, por ciclos y etapas, cuyo fundamento lo es- 
tablecen determinadas pautas culturales de la 
sociedad, como aquellas que marcan el paso de 
la niñez a la adolescencia, o bien patrones aca- 
démicos, como ocurre en los procesos de gene- 
ralización, los comienzos de la especialización 
y la orientación profesional. Los problemas, 
modelos y aplicaciones que desafían el intelecto 
e incentivan la creatividad son otras tantas 
oportunidades para el aprendizaje. 


O Ediciones Pirámide 


Oportunidades para el aprendizaje / 215 


Identifica y describe al menos tres pro- 
blemas, modelos o aplicaciones que reten al es- 
colar y le proporcionen oportunidades en su 
aprendizaje del tema «Teorema de Pitágoras». 


2.4. Actitudes y aprendizaje 
del estudiante 


El estudio de las actitudes ante la matema- 
tica y, en general, el dominio afectivo del estu- 
diante es sumamente arduo, complejidad que 
se incrementa cuando se considera la relación 
de los aspectos afectivos con los cognitivos. Es 
conocido que las actitudes influyen en el apren- 
dizaje escolar, pero aún no hay acuerdo acerca 
de una relación directa entre distintos factores 
afectivos y dicho aprendizaje. 

Entre los factores afectivos conocidos están 
el compromiso con la escuela y con las mate- 
máticas, la determinación y la motivación, o las 
creencias y confianza en sí mismos de los estu- 
diantes. El profesor debe tener en cuenta estos 
aspectos para ofrecer oportunidades de apren- 
dizaje a sus estudiantes, en este caso para su- 
primir bloqueos debidos a actitudes y emocio- 
nes negativas. Es de especial importancia la 
identificación de objetivos actitudinales cohe- 
rentes y establecer condiciones que los hagan 
realmente alcanzables. 

Dentro de los factores afectivos, el estudio 
PISA 2012 consideró los expuestos en la ta- 
bla 11.1. 

El enunciado «Valorar la simetría como ele- 
mento matemático que sirva para describir la 
realidad» es un ejemplo de objetivo actitudinal 
para el tema de simetría. 


Enuncia un objetivo actitudinal relacio- 
nado con el concepto de límite finito de una fun- 
ción en un punto y un bloqueo relativo al teorema 
de Pitágoras. 
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TABLA 11.1 
Factores objetivos asociados con OTL, PISA 2012 


Compromiso con la escuela 


Determinación y motivación 


Autoconfianza, disposición 
y participación 


Falta de puntualidad. Perseverancia. 
Absentismo. 

Sentido de pertenencia a la es- 
cuela. 


Actitudes hacia la escuela. 


máticas. 


3. DEMANDAS COGNITIVAS Y TAREAS 
MATEMATICAS ESCOLARES 


Una tarea propuesta a un alumno requiere 
que éste movilice sus conocimientos y ejercite 
su competencia matemática escolar. Igualmen- 
te, cada tarea propuesta por un profesor preci- 
sa una intención para que el estudiante logre 
un objetivo, practique unas capacidades y de- 
sarrolle su competencia matemática. 

Por tanto, las tareas encierran diversas de- 
mandas cognitivas que el profesor formula a los 
escolares para estimularles, con el fin de que 
progresen en su aprendizaje. Esas demandas 
cognitivas comprenden una amplia gama de 
posibilidades mediante las que el profesor re- 
quiere a sus estudiantes comportamientos inte- 
ligentes, que ponen a prueba y retan su capaci- 
dad intelectual. Las tareas no se limitan a las 
actividades del libro, sino que conforman un 
conjunto de distintas demandas cognitivas que 
el profesor plantea a sus escolares. 

El planteamiento funcional del aprendizaje 
de las matemáticas en el actual currículo y el 
compromiso del profesor con el aprendizaje de 
sus estudiante condicionan la forma y finali- 
dad de las tareas. Las tareas están mediadas 
por las recomendaciones curriculares para la 
enseñanza: parten de conocimientos previos, 


Ganas de resolver problemas. 
Sentido del control sobre sus 
errores o aciertos. 

Motivación por aprender mate- 


Autoeficacia. 

Autoconcepto. 

Ansiedad matemática. 
Disposición hacia las matemáticas. 
Participación en matemáticas 


están contextualizadas para ser significativas, 
progresan hacia niveles de abstracción y están 
secuenciadas. 

Como veremos en el capítulo 13, las tareas 
han de mostrar la utilidad de las matemáticas 
en la vida cotidiana, estar orientadas a la con- 
secución de un objetivo, mostrar un uso con 
sentido y un nivel de la competencia matemá- 
tica escolar. 

Las demandas cognitivas que plantean las 
tareas escolares abarcan tres facetas que mues- 
tran las acciones que se pueden requerir a los 
estudiantes a través de las tareas: 


1. Formular. Identificar oportunidades 
para utilizar las matemáticas y resolver 
problemas o retos. Además de la resolu- 
ción de problemas convencionales, inclu- 
ye la capacidad de transformar situacio- 
nes reales en enunciados de problemas 
susceptibles de tratamiento matemático. 

2. Aplicar. Emplear razonamientos y uti- 
lizar conceptos y procedimientos ma- 
temáticos: realizar cálculos, resolver 
ecuaciones, analizar información, etc. 

3. Interpretar. Analizar soluciones, inter- 
pretar una respuesta en contexto, y de- 
terminar si las soluciones encontradas 
son razonables y tienen sentido. 
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Ejemplo de tarea para estudiar los movi- 
mientos planos (aplicar): tienes una recta y un 
triángulo. Construye la figura simétrica del 
triángulo respecto a la recta. 


Figura 11.1 


ARA Enuncia otras dos tareas sobre movi- 
mientos en el plano que atiendan a las otras dos 
facetas de demanda cognitiva mencionadas. 


3.1. Demandas cognitivas y variables 
de tarea 


El profesor es cooperador fundamental en 
el proceso de aprendizaje como impulsor y fa- 
cilitador. Para realizar esta labor se debe servir 
de sus conocimientos y de aquellos otros datos, 
recursos e informaciones a su alcance. En los 
capítulos anteriores se han estudiado unos or- 
ganizadores curriculares de tipo cognitivo que 
el profesor puede utilizar. 


Los objetivos específicos 
y las competencias 


Mediante cada tarea, el profesor demanda 
al estudiante que movilice sus conocimientos 
con el fin de alcanzar unos objetivos. Asimismo, 
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la secuencia de tareas conexas contribuye al de- 
sarrollo de diversas competencias. 

Por ejemplo, trabajando en una planificación 
sobre límites, uno de los objetivos del capítulo 9 
dice: «Relacionar analiticamente y expresar grá- 
ficamente límites y asintotas, encontrando sus 
ecuaciones». 

Para alcanzar este objetivo y contribuir al 
desarrollo de las competencias de «Lenguaje 
simbólico» y «Argumentar y justificar» se dise- 
ña la siguiente tarea: 


Ejemplo 1 


A la vista de la siguiente gráfica de una fun- 
ción, responde a las siguiente cuestiones: 


a) ¿En qué puntos la función es continua sin 
necesidad de hacer un estudio particular 
sobre los mismos? Justifica la respuesta. 

b) Decide y justifica en qué puntos es ne- 
cesario hacer un estudio particular de 
la continuidad y hazlo de manera justi- 
ficada. 

c) Calcula las expresiones algebraicas de las 
asintotas verticales, horizontales y obli- 
cuas que existan a partir de la gráfica. 


-10-9 -8 7 6-5 4 43 345678910 


Figura 11.2 
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En la planificación del tema de ecuaciones 
de segundo grado, según uno de sus focos, cen- 
trado en los métodos de resolución de ecuacio- 
nes cuadráticas, algunos de sus objetivos son: 


e Conocer las identidades notables para re- 
solver una ecuación cuadrática. 

e Resolver mediante el método de comple- 
tar cuadrados una ecuación cuadrática. 


Una tarea orientada al logro de esos objeti- 
vos podría ser: 


Ejemplo 2 


Hallar las soluciones de las siguientes ecua- 
ciones de segundo grado completando cuadra- 
dos o mediante el uso directo de las igualdades 
notables: 


a) x°-4=0 
b) 4x24 16x+16=0 
c) x7+2x-3=0 


Las competencias que fomenta esta tarea son 
«pensar y razonar», «argumentar y justificar», 
«matematizar» y «utilizar lenguaje simbólico». 

En el ejemplo 2 se pueden considerar varios 
sistemas de representación. Así, el uso de mo- 


Figura 11.3 


delos de área puede ayudar a interpretar el cua- 
drado y la tarea. Usando el método de comple- 
tar cuadrados se puede resolver la ecuación. De 
esta forma se trabajan otras competencias 
como «representar». Asimismo, se introduce un 
sentido nuevo a la noción de ecuación de se- 
gundo grado, que es su sentido geométrico. 

Se representa el cuadrado de lado x + 1 y se 
divide en cuatro figuras, cuyas áreas respectivas 
son: x°, 1x, Ixy L 

De un primer modo, según el enunciado, 
xX +2x=3. 

De otro modo, según la figura (x + 1} = xX? + 
+ 1x+1x+1. 

De donde (x+1)=x2+1x+1x+1=3+1. 
Por tanto, el cuadrado mayor tiene área 4, es 
decir, su lado es 2. 


Elige uno de los objetivos de los te- 
mas enunciados en el capítulo 9. Busca una tarea 


escolar que ayude al logro de dicho objetivo. Ana- 
liza las competencias a cuyo desarrollo puede 
favorecer la tarea. 


Los errores y las dificultades 


El empleo de los errores y las dificultades 
para diseñar tareas o secuenciarlas tiene un do- 
ble propósito: 


e Primero, detectar los errores en que los 
estudiantes incurren. Puesto que en la li- 
teratura se conocen los errores habituales, 
un modo de abordar las oportunidades de 
aprendizaje consiste en determinar si 
nuestros estudiantes incurren en esos 
errores en concreto. 

e El segundo propósito es más práctico. 
Elaborar secuencias conexas y coherentes 
de tareas que ayuden a los estudiantes a 
superar las dificultades detectadas, supe- 
rar o reducir los errores al mínimo. 
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Una detección adecuada de los errores pue- 
de, por un lado, ayudar al profesor a conocer 
mucho mejor los puntos débiles de sus estu- 
diantes y, por otro, ahorra mucho tiempo de 
preparar secuencias de tareas que ayuden a su- 
perar sólo unos errores concretos detectados, 
haciendo que su labor de enseñanza sea más 
eficaz. 

Retomando el ejemplo de límites para pri- 
mero de Bachillerato, se considera la siguiente 
tarea: 


Ejemplo 3 


Sea la función f(x) = 2/(x — 1). Halla los 
valores de x para los que la función se hace 
infinita y estudia su comportamiento en sus 
proximidades. Analiza el comportamiento 
cuando x diverge. Esboza la gráfica. 


Esta tarea puede servir para superar dificul- 
tades conocidas, tal como se hace en otros casos: 


e Diferenciar límite lateral por la izquierda 
y por la derecha. 

e Encontrar fenómenos relacionados 
con el concepto de límite finito en un 
punto. 

e Entender que el límite trata sobre lo que 
ocurre en el entorno de un punto y no en 
el punto. 

e Hallar las aproximaciones a las asín- 

totas. 

Saber identificar gráficamente propieda- 

des analíticas dadas. 


Un error detectado en el estudio de la inte- 
gral definida en segundo de Bachillerato con- 
siste en «esperar distintos resultados si se apli- 
can distintos métodos». Una tarea orientada a 
superarlo podría ser: 
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Ejemplo 4 


Sean las funciones f(x) = x, g(x) = x? — 2 en 
el intervalo [0,2], y se desea calcular la integral 
de f(x) — g(x) por distintos métodos: 


a) Calcula la integral de f(x) y la integral 
de g(x). Resta los valores de dichas in- 
tegrales. 

b) Dibuja la gráfica de f(x) y g(x) sobre los 
mismos ejes cartesianos. Tesela la su- 
perficie entre ambas de la manera ha- 
bitual (por medio de rectángulos), y 
calcula de forma aproximada el área 
comprendida entre ellas. Emplea rec- 
tángulos de ancho mitad, y repite el 
proceso. 

c) Calcula la integral: 


2 
fw — xX? + 2) dx 


d) Comprueba que los resultados de a) y 
c) son iguales, y que la aproximación 
hecha en b) da un resultado similar al 
de los otros apartados. 


Ejemplo 5. Dificultades y errores en las 
ecuaciones de segundo grado 


El ejemplo 2 es útil para detectar errores y 
dificultades como los siguientes: 


e Dificultad para entender el concepto de 
solución doble. 

e Dificultades para agrupar expresiones al- 
gebraicas. 

e Los posibles errores que pueden apare- 
cer son: 


— No se resuelve correctamente la ecua- 
ción. 
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— No se plantea correctamente la ecua- 
ción. 


En el capítulo 10 se describen algunos 
errores referidos al estudio de las simetrías en el 
plano. Uno de los que se menciona es no consi- 
derar que la distancia entre los puntos correspon- 
didos ha de ser igual a la longitud del vector. 

Redacta una tarea orientada a superar dicho 
error. 


Otras variables de tarea desde un punto 
de vista del aprendizaje 


Proporcionar actividades con sentido ofrece 
oportunidades para solventar dificultades. Así, 
los contextos también contribuyen al sentido 
de una tarea. Dado su carácter estructural, es 
más complejo variar los contextos que las si- 
tuaciones, pero mediante un análisis apropiado 
de contextos se enuncian tareas muy enrique- 
cedoras. 

Por ejemplo, para el tema 7, referente a es- 
timación y cálculo aproximado, se consideran 
dos contextos. Para el contexto 1, basado en la 
imposibilidad de determinar un valor exacto, se 
puede enunciar una tarea en que las limitaciones 
de las medidas requieran la aproximación. 


Ejemplo 6 


Aurora vive en Granada, pero trabaja como 
profesora de matemáticas en el IES Nazarí de 
Salobreña. Hace el recorrido en coche todos los 
días, y es para lo único que utiliza este medio 
de transporte. 

En una de sus idas y venidas se ha parado 
a pensar en cuánto variaría la cantidad de di- 
nero que se deja al año en diesel si se omitieran 
las milésimas en su precio... ¿Os animáis a ayu- 


dar a Aurora a resolver su duda? Para ello, vais 
a necesitar algunos datos: 


Precio del Diesel normal = 1,344 €/litro. 
Distancia de Granada a Salobreña: 70 km. 
Consumo de Diesel del coche: 0,059 litros/km. 
Días laborables al año = 253. 


En base a estos datos, ¿cuántos euros se 
ahorraría Aurora al año si se omitieran las mi- 
lésimas en el precio del diesel? 


Para el contexto 2, imposibilidad de un 
cálculo numérico exacto, se pueden preparar ta- 
reas con números irracionales. Por ejemplo, se 
puede preparar una tarea que describa la forma 
en que Arquímedes obtuvo la cota del valor de 
m como menor que 3 + 1/7 y mayor que 3 + 10/71. 
Se describe el proceso, consistente en aproximar 
mediante sucesiones de cotas, tomando la cons- 
trucción geométrica como herramienta princi- 
pal, y animando a los estudiantes a replicar los 
dos primeros casos (inscribiendo y circunscri- 
biendo hexágono y dodecágono). 


Al estudiar límites, una de las creen- 
cias supone que «los valores de la función no 
rebasan ni alcanzan el valor límite». Inventa una 
tarea para identificar aquellos escolares que con- 
sideran que el límite no alcanza ni rebasa el valor. 
Propón una tarea que ayude a superar dicho error. 


3.2. Complejidad de las tareas 


Se ha mencionado con anterioridad que las 
tareas se diseñan para promover el desarrollo 
de aquellas capacidades que tienen que ver con 
los objetivos esperados. 

Los modos de uso de las tareas como de- 
mandas cognitivas (formular, aplicar, interpre- 


© Ediciones Pirámide 


tar) se pueden considerar según diferentes ni- 
veles de la complejidad debida a la profundidad 
y la amplitud de las expectativas asociadas con 
la tarea. 

Como criterio para trabajar con la comple- 
jidad cognitiva, las tareas se pueden ordenar 
según los niveles ya establecidos en el marco 
teórico de PISA: nivel de reproducción, nivel 
de conexión y nivel de reflexión (esta informa- 
ción se completa en el capítulo 14). 

Las tareas de reproducción implican esen- 
cialmente aplicar directamente lo estudiado, 
singularmente las definiciones y reglas. Son las 
más frecuentes en los libros de texto y se des- 
criben como tareas que repiten unos contenidos 
conocidos con los que se realizan operaciones 
rutinarias. 

Las tareas de conexión superan a las de re- 
producción; consisten en la solución de proble- 
mas que no son rutinarios, que incluyen situacio- 
nes familiares. Normalmente exigen integración 
de varios conceptos o la conexión de diversas 
representaciones de uno o varios conceptos. 

Las tareas de reflexión necesitan que el es- 
tudiante medite sobre los procesos necesarios 
para resolverlas. Son tareas que requieren de 
capacidades de planificación, de identificación 
de estrategias y su aplicación en situaciones no 
familiares. Las capacidades que mejor las des- 
criben son el razonamiento avanzado, la argu- 
mentación, la abstracción y generalización, y la 
construcción de modelos aplicados a situacio- 
nes no usuales para los estudiantes. 

Diferentes niveles de complejidad se pueden 
presentar en todas las fases de las demandas 
cognitivas. Así, por ejemplo, un problema cuya 
demanda sea «emplear o aplicar razonamien- 
to» se considera de reproducción cuando exige 
utilizar procedimientos estándar de manera 
única, como los casos de resolución usando un 
algoritmo. Se entiende como de conexión cuan- 
do para resolver la tarea se requiere utilizar dis- 
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tintas formas de representación como esquemas 
o gráficos. Por último, puede ser de reflexión si 
el problema exige establecer relaciones entre 
distintas áreas de matemáticas o necesita re- 
flexionar sobre distintas estrategias usadas para 
su resolución. 

Una misma tarea puede tener diferentes ni- 
veles de complejidad. Un ejemplo, con los ob- 
jetivos de ejemplificar números irracionales, 
argumentar su existencia y necesidad, y utilizar 
diversos métodos geométricos para construir 
aproximaciones a 7, es el siguiente: 


Ejemplo 7 


Realiza la siguiente construcción geométri- 
ca usando Geogebra y siguiendo los pasos: 


a) Construye una circunferencia y traza su 
perímetro. 

b) Utiliza los comandos correspondientes 
para hallar el perímetro de la circunfe- 
rencia y la longitud del diámetro. 

c) Observarás que si agrandas o achicas, 
la circunferencia, su perímetro y la lon- 
gitud de la misma también cambian. 

d) Multiplica la longitud del diámetro por 
3 y compara el valor que obtienes con 
el de la longitud de la circunferencia. 
¿Qué observas? ¿Qué pasa si modificas 
las dimensiones de la circunferencia? 

e) Repite la misma operación multiplican- 
do esta vez por 3,1. ¿Qué observas? 

f) Divide la longitud de la circunferencia 
entre la del diámetro. ¿Qué valor obtie- 
nes? ¿Depende de lo grande o pequeña 
que sea la circunferencia? 

g) Aumenta el número de decimales y ob- 
serva de nuevo los datos, por si encuen- 
tras alguna variación de ese cociente. 

h) ¿Puedes hallar alguna relación también 
entre el área de la circunferencia y la 
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longitud de su radio? Sugerencia: calcu- 
la el cuadrado de su radio. 

i) ¿Qué consecuencia podemos extraer de 
toda esta información? 


El ejemplo 7 tiene diferentes apartados. Los 
primeros corresponden a un nivel de dificultad 
bajo, en los que los alumnos tienen que realizar 
acciones sencillas y cálculos elementales. Prime- 
ro tienen que establecer la relación entre z y 3 
o 3,1, y más adelante, a partir del apartado /), 
se le requiere relacionar un cociente que, apa- 
rentemente, es variable, con el número z. Para 
terminar, el apartado 7) requiere del escolar 
reflexionar sobre el hecho de que z es una cons- 
tante que se presenta en cualquier circunferen- 
cia y que posibilita establecer un método de 
aproximación a partir de los cocientes y el uso 
de diferentes grados de aproximación. 


4. RETOS Y DESAFÍOS: PROBLEMAS 
ABIERTOS O NO CONVENCIONALES 


Las tareas que se plantean en el aula son, 
supuestamente, suficientes para que desenca- 
denen el aprendizaje en los estudiantes. Se sue- 
len plantear las mismas tareas y esperar los 
mismos niveles de aprendizaje en todos los es- 
tudiantes. Sin embargo, en la mayoría de las 
ocasiones hay escolares que se aburren, ya sea 
porque no entienden los conceptos, ya sea por- 
que los entienden de sobra y no encuentran 
motivación en ellos. Surge así una cuestión di- 
dáctica relacionada con la atención a la diversi- 
dad (capítulo 20), concebida como oportunidad 
que tiene el profesor de satisfacer las necesida- 
des educativas de sus alumnos de modo perso- 
nalizado, teniendo en cuenta sus motivaciones, 
capacidades, dificultades y estilos de apren- 
dizaje. 


Consideramos esas motivaciones, capacida- 
des, dificultades y estilos de aprendizaje como 
oportunidades de aprendizaje; un profesor con 
buen conocimiento de sus alumnos tiene capa- 
cidad para proponer tareas que capten su aten- 
ción. 

Emergen así las tareas no convencionales, 
que suponen una tercera dimensión de las 
oportunidades de aprendizaje. Son tareas que 
bien porque no atienden a una sola demanda 
cognitiva descrita (formular, emplear, interpre- 
tar), bien porque propongan cuestiones no con- 
vencionales, bien porque correspondan a un 
mayor nivel de dificultad (tipo reflexión), supo- 
nen una nueva oportunidad para aprender. 

Un reto es una cuestión planteada para 
atraer la atención de los estudiantes hacia su 
solución, con el objetivo de ampliar su com- 
prensión y conocimiento acerca de un tema es- 
colar de matemáticas. 

Uno de los inconvenientes de proponer re- 
tos es su carácter escasamente homogéneo, ya 
que una cuestión que pueda ser un reto para un 
escolar para otro puede ser un ejercicio rutina- 
rio. Para decidir cuándo un reto es adecuado 
para un estudiante o un grupo hay que cono- 
cerles y saber si tienen formación adecuada 
para entenderlo y responderlo, o bien no dis- 
ponen de los conocimientos necesarios para 
abordarlo. Un buen reto es aquel para el cual 
la persona que debe resolverlo posee el aparato 
matemático y las destrezas lógicas necesarias, 
pero necesita emplearlas de forma original e in- 
novadora. 

Por tanto, los profesores deben ser cuidado- 
sos en las tareas que plantean como retos a sus 
estudiantes. 

Los retos tienen dos funciones principales 
en educación matemática. Una primera es que 
sirven para un diagnóstico inicial del talento 
matemático de los escolares. La segunda con- 
siste en potenciar y enriquecer la formación in- 
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telectual del alumnado. Este enriquecimiento se 
produce porque los escolares necesitan tareas 
desafiantes de aprendizaje para incrementar sus 
conocimientos y desarrollar su autonomía per- 
sonal. Los escolares, al deliberar sobre un reto, 
ponen en juego razonamientos elaborados, ex- 
ploran patrones y relaciones, trabajan de forma 
abstracta y pueden producir soluciones origi- 
nales. Además, al resolverlos, pueden comparar 
distintas estrategias y valorar las ventajas de 
cada vía de resolución, junto con la razonabi- 
lidad de las respuestas. Por último, al enfren- 
tarse a un reto mejoran su autoestima, seguri- 
dad y confianza en sus capacidades, en relación 
con las matemáticas. 

Forma parte de la competencia profesio- 
nal del profesor su capacidad de atender a la 
diversidad de alumnos, planteando distintos 
retos para ellos. Una posible opción es plan- 
tear tareas adaptativas que puedan ser refor- 
muladas con distintos niveles de complejidad. 
Para lograrlo es necesario realizar un análisis 
cognitivo previo de la tarea, en el que se deter- 
minen sus objetivos, los errores que puede de- 
tectar o superar, el tipo de demanda cognitiva 
que propone y el nivel de dificultad para los 
escolares. 

Ejemplos de retos son los acertijos, juegos 
o rompecabezas, que son atractivos para los es- 
colares, especialmente para aquellos con talen- 
to para las matemáticas. En general, usados al 
comienzo de una unidad didáctica pueden ser- 
vir para introducir y trabajar tareas menos mo- 
tivadoras pero más accesibles. 

La reformulación de tareas mediante la 
modificación de datos, el cambio de la natura- 
leza de los números que se usan, la modifica- 
ción de condiciones o el uso de retos similares 
a otros variando la situación en la que se pre- 
sentan, son herramientas de las que dispone el 
profesor para proponer tareas que puedan su- 
poner retos. 
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Propón una tarea para el aprendizaje de 
la simetría en una situación real. Realiza una mo- 
dificación de la tarea cambiando la situación y otra 
modificando el tipo de información que se propor- 
ciona en el enunciado. Reflexiona cuándo las ta- 
reas modificadas son más retadoras que la original. 


5. RESUMEN 


Las oportunidades de aprendizaje vienen de- 
terminadas por aquellas experiencias que el pro- 
fesor se propone promover en cada tema mate- 
mático porque son susceptibles de mejorar el 
alcance y profundidad del aprendizaje de los 
escolares. Se han establecido tres componentes 
para estudiar las oportunidades de aprendizaje 
en cada tema de las matemáticas escolares. El 
manejo de esa información constituye parte del 
contenido didáctico sobre el tema en cuestión, 
de su dimensión cognitiva, que ha sido obtenida 
mediante el correspondiente análisis cognitivo. 
El contenido cognitivo se determina mediante 
unas categorías didácticas propias, desarrolla- 
das en este y en los anteriores capítulos. 

Un primer componente de este organizador 
son las circunstancias que condicionan el 
aprendizaje; tales condiciones responden a las 
preguntas: ¿qué medios proporciona el sistema 
educativo para aprender?, ¿cómo se organiza la 
instrucción? y ¿cómo aprende un estudiante y 
qué influye en su aprendizaje? 

Un segundo componente del mismo orga- 
nizador cognitivo son las demandas cognitivas 
que se plantean, pues son ellas las que requieren 
al estudiante que ponga en marcha sus capaci- 
dades, que logre los objetivos, desarrolle las 
competencias y supere los errores en que pudie- 
se incurrir. 

El tercer y último componente del organi- 
zador viene dado por aquellas cuestiones no 
convencionales, que profundizan en los signifi- 
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cados del tema matemático escolar en discu- 
sión, interrogantes como retos, acertijos y otros 
tipos de tarea, que por su singularidad o su 
enunciado poco convencional pueden promo- 
ver otras formas de aprendizaje. 

En esta perspectiva, el profesor asume un 
papel de impulsor del aprendizaje escolar, lo 


cual corresponde a un profesional comprome- 
tido con su cometido, que conoce el sistema 
educativo, el centro en que trabaja, a sus estu- 
diantes, y es capaz de generar oportunidades de 
aprendizaje al proponer tareas adecuadas para 
cada momento. 
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La planificación del aprendizaje escolar 


JOSÉ LUIS LUPIANEZ GOMEZ 


El análisis cognitivo es una de las cuatro dimen- 
siones que conforman el método del análisis didác- 
tico; el análisis cognitivo aborda la problemática del 
aprendizaje de un tema matemático por parte de 
los escolares. Una pregunta central a la que ese 
análisis quiere responder es: ¿cómo encara el pro- 


INTRODUCCIÓN 


pecífico? 


TABLA 12.1 


Objeto de estudio 


fesor la planificación y gestión del aprendizaje de 
los escolares acerca de un tema matemático es- 


El análisis cognitivo se ubica en la dimensión 


cognitiva del currículo, como vimos en el capitulo 
4 y muestra la tabla 12.1. 


Dimensión cognitiva del currículo 


Planificación y orientación del aprendizaje matemático escolar. 


Método 


Análisis didáctico de los aprendizajes escolares. 


Organizadores curriculares 


Expectativas. 


Limitaciones. 


Oportunidades. 


Componentes para el estudio de los organizadores 


Objetivos especificos, compe- 
tencias y compromisos para el 
aprendizaje. 


Errores, dificultades y bloqueos 
que limitan el aprendizaje esco- 
lar. 


Condiciones, demandas cogni- 
tivas y retos que incentivan el 
aprendizaje. 


Sintesis 


Organización del aprendizaje escolar pretendido y esperado. 


Relaciones entre diferentes ni- 
veles de expectativas. 
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Vínculos entre errores, dificul- 
tades y expectativas. 


Tareas para promover el logro 
de expectativas y la superación 
de limitaciones. 
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Para abordar la planificación y orientación del 
aprendizaje escolar sobre un tema de matemáticas 
específico, el análisis cognitivo se estructura en 
torno a lo que el profesor espera que aprendan los 
escolares, a lo que puede interferir en ese apren- 
dizaje y a las ocasiones y posibilidades para incen- 
tivar tal aprendizaje. Mediante esos organizadores 
se determina que los escolares aprendan según 
las expectativas previstas y que el profesor obser- 
ve si se produce ese aprendizaje de manera efec- 
tiva, sin quedar paralizado por las limitaciones de- 
tectadas. Los tres organizadores delimitan tres 
sistemas de categorías del currículo, que estructu- 
ran y orientan el análisis cognitivo, tal y como se 
ha visto y desarrollado en los capítulos 9, 10 y 11 
detalladamente. 


e Las expectativas de aprendizaje enumeran, 
describen y organizan lo que el profesor es- 
pera y se compromete a que los escolares 
aprendan, según objetivos específicos y com- 
petencias, principalmente. 

e Elanálisis de limitaciones de aprendizaje, que 
se centra en los posibles errores detectados, 


1. APRENDIZAJE — 
DE LAS MATEMATICAS ESCOLARES 


Al enmarcarse en la dimensión cognitiva del 
currículo, el análisis cognitivo pone su foco de 
atención en el aprendizaje de las matemáticas 
por parte de los escolares. Algunas de las pre- 
guntas que surgen en ese contexto son: ¿qué es 
aprender matemáticas?, ¿cómo se produce el 
aprendizaje de las matemáticas?, ¿cómo se fa- 
cilita el aprendizaje escolar?, ¿qué dificulta el 
aprendizaje?, ¿cómo se reconoce el aprendizaje? 
Estas cuestiones tienen gran importancia para 
la educación matemática, ya que, en virtud de 
las respuestas que se asuman, la actividad del 
profesor puede adoptar orientaciones muy di- 
ferentes en su práctica docente. 


los cuales se consideran síntomas de las difi- 
cultades que hayan podido surgir durante el 
proceso de aprendizaje, junto con los bloqueos 
que se presentan e impiden tales aprendizajes 
y que, por tanto, hay que diagnosticar y supe- 
rar, ya que lo constriñen o anulan. 

e Las oportunidades de aprendizaje que el pro- 
fesor brinda, mediante las experiencias de 
aprendizaje que suministra a los escolares, a 
las tareas que selecciona y diseña, y con las 
que reta al alumno para que movilice sus co- 
nocimientos, en contextos concretos de apli- 
cación, y realice mediante esas herramientas 
determinadas actividades que muestren las 
capacidades alcanzadas y, a su vez, contribu- 
yan a su fortalecimiento y desarrollo. 


IM Elabora una breve reflexión acerca del 
papel que puede jugar el análisis de los signifi- 
cados de los contenidos escolares de un tema 
matemático concreto para realizar su análisis 
cognitivo, según la estructura propuesta en el 
capítulo 4. 


Consideramos el aprendizaje de las mate- 
máticas condicionado por diferentes aspectos, 
algunos de ellos estrechamente vinculados con 
la propia naturaleza de la disciplina. Uno de los 
aspectos que supeditan el aprendizaje matemá- 
tico escolar tiene que ver con los diferentes ti- 
pos de conocimientos que se consideran en esos 
niveles. Onrubia, Rochera y Barberá (2001) 
afirman que la coordinación de esos conoci- 
mientos y los enfoques que los dirigen... 


resulta compleja y es un obstáculo central en 
el aprendizaje de las matemáticas. (...) El re- 
sultado es que muchos alumnos aplican pro- 
cedimientos matemáticos, pero no saben por 
qué funcionan; dominan las habilidades de 
cálculo necesarias para resolver problemas es- 
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colares estándar, pero carecen de la com- 
prensión para aplicar su conocimiento a situa- 
ciones nuevas; son capaces de manipular 
símbolos, pero no entienden el significado de 
los mismos ni de lo que están haciendo con 
ellos (op. cit., pp. 489-490). 


Esos autores sostienen que, para romper con 
tales hábitos, es fundamental que las capacida- 
des que desarrollen los escolares incluyan el co- 
nocimiento conceptual y el procedimental, así 
como el condicional y algunos aspectos afecti- 
vos, relacionales y de motivación. El conoci- 
miento condicional implica una aplicación in- 
tencional y consciente tanto del conceptual 
como del procedimental, según las condiciones 
especificas en la que se contextualice una acción. 


Retomamos el tema Números irracio- 
nales y reales, para Educación Secundaria y Ba- 
chillerato, que introdujimos en el capítulo 8. Haz 
una propuesta de tres objetivos de aprendizaje 
para ese tema: un primero que se centre en un 
contenido conceptual, otro en un contenido pro- 
cedimental y un tercero en un contenido actitudi- 
nal de dicho tema. 

¿Qué valor atribuyes a cada objetivo en tér- 
minos de la formación de los escolares? 


En relación al proceso de aprendizaje de las 
matemáticas, éstos y otros autores destacan que 
hay un alto grado de consenso en relación a que 
tal proceso es una actividad socialmente media- 
da. Esto significa que: 


los alumnos no aprenden recibiendo y acumu- 
lando pasivamente información del entorno, 
sino que lo hacen a través de un proceso acti- 
vo de elaboración de significados y de atribu- 
ción de sentidos; un proceso que se lleva a 
cabo mediante la interacción, la negociación 
y la comunicación con otras personas en con- 
textos particulares culturalmente definidos, y 
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en el que determinados artefactos e instru- 
mentos culturales juegan también un papel 
decisivo (op. cit., p. 495). 


Esta caracterización social del aprendizaje 
tiene varias implicaciones. 

En primer lugar, resalta la importancia de la 
comunicación y la argumentación en el aula de 
matemáticas, ya que esas competencias consti- 
tuyen el principal vehículo para elaborar y com- 
partir significados mediante nociones matemá- 
ticas. El fomento de los debates, la participación 
de los alumnos en ellos y el impulso al desarro- 
llo de su competencia comunicativa y argumen- 
tativa han de ser prioridades para el profesor. 

En segundo lugar, hay que destacar las con- 
cepciones y los conocimientos previos o infor- 
males de los escolares, a partir de los cuales el 
profesor puede organizar su enseñanza. Algu- 
nas dificultades de aprendizaje tienen su origen 
en obviar este conocimiento parcial pero co- 
rrecto del que dispone el alumno y a partir del 
cual trabaja. 

Finalmente, una tercera implicación de la 
hipótesis socio-constructivista del aprendizaje 
está relacionada con la visión funcional de las 
matemáticas escolares. 


...la mejor manera de aprender matemáticas 
en la enseñanza obligatoria es en el seno de un 
contexto relevante de aplicación y toma de 
decisiones específicas. En este sentido, la reso- 
lución de problemas, y no tanto el aprendiza- 
je estructural y poco contextualizado de la 
matemática, es el entorno que enmarca y da 
sentido al uso de la matemática en el ámbito 
escolar (op. cit., p. 496). 


Discute con tus compañeros para en- 
contrar otra implicación de esa visión social del 
aprendizaje. ¿Puede afectar a la actividad del pro- 
fesor en el aula? 
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El aprendizaje escolar implica un dominio 
de conocimientos y una construcción de signi- 
ficados. Conlleva una actividad cognitiva inse- 
parable del medio cultural y tiene lugar entre 
las personas, de manera que, mediante las inte- 
racciones establecidas, los estudiantes integren 
los instrumentos comunicativos y culturales de 
la sociedad en que se forman. Sería una defor- 
mación aislar al sujeto y pretender proporcio- 
narle un conocimiento separado y aséptico. 

Los procesos de aprendizaje que nos intere- 
san se producen en el sistema educativo, en el 
aula, y, en este caso, la acción del sujeto está con- 
dicionada por sus compañeros y por su entorno 
social. También hay que contemplar al profesor. 
El profesor interactúa con el escolar, promueve 
su formación integral y persigue su apropiación 
de nuevos conocimientos, su aplicación, desarro- 
llo de su competencia y su superación. 


2. COMPONENTES DEL ANÁLISIS 
COGNITIVO 


El análisis cognitivo sigue el método del 
análisis didáctico mediante categorías propias, 
que contribuyen a los procesos de planificación 
e implementación del aprendizaje de las mate- 
máticas escolares. Cada uno de esos organiza- 
dores viene dado por unas componentes, que 
permiten al profesor llevar a cabo una descrip- 
ción y un análisis detallado de distintas facetas 
que afectan al aprendizaje de un tema específi- 
co de matemáticas escolares, desde un plantea- 
miento curricular y funcional. 

Tal y como se ha tratado en los capítulos 
previos del segundo bloque del libro, el análisis 
de contenido de un tema de matemáticas escolar 
se hace mediante sus componentes de significa- 
do. Como método, el profesor selecciona las co- 
rrespondientes estructuras matemáticas y sus 
representaciones, junto con sus sentidos y modos 


de uso. El profesor no concluye dicho análisis 
con el contenido matemático escolar. Esas no- 
ciones y relaciones estructuran conceptualmente 
el tema, del cual se identifican focos prioritarios 
y así continuar su análisis didáctico. 

El análisis cognitivo proporciona a los pro- 
fesores criterios y métodos para describir y ana- 
lizar las expectativas de aprendizaje, escogidas 
para los escolares de un nivel educativo concre- 
to sobre un determinado tema matemático y 
persistir en su logro. Esas expectativas de apren- 
dizaje se pueden estructurar en varios niveles, 
tal y como resumimos más adelante; caracteris- 
tica común a todas ellas es que dicho logro se 
acredita mediante la respuesta de los escolares 
a las tareas que el profesor demanda. 

En el análisis cognitivo los profesores tam- 
bién llevan a cabo un estudio de errores y difi- 
cultades con el que analizan qué puede limitar 
el proceso de aprendizaje del tema que están 
planificando. Esas dificultades están asociadas 
a las expectativas que los escolares deben lo- 
grar y se hacen visibles en forma de errores o 
de concepciones parciales, cuando ellos ponen 
en juego su conocimiento del tema para afron- 
tar una cierta demanda cognitiva. 

Resumiendo, el análisis cognitivo se estructu- 
ra en torno a distintas categorías que analizan 
aquello que el profesor espera que aprendan los 
escolares, explican lo que puede interferir en esos 
aprendizajes y estudian el conjunto de condicio- 
nes que los facilitan. Estas tres categorías ayudan 
al profesor a orientar ese aprendizaje de manera 
efectiva; a su vez, son las herramientas que esta- 
blecen los tres organizadores del currículo para 
el análisis cognitivo: expectativas, limitaciones y 
oportunidades de aprendizaje (figura 12.1). 

Cada uno de estos organizadores aporta al 
profesor una herramienta de análisis vinculada 
a unos componentes relacionados con los lo- 
gros y el desarrollo cognitivo de los escolares. 
Tales componentes son, como se indica en la 
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Expectativas 
de aprendizaje 


Sintesis: 
organización de 
los aprendizajes 


Limitaciones 
en el aprendizaje 


Oportunidades 
de aprendizaje 


Figura 12.1.—Estructura y síntesis del análisis cognitivo. 


tabla 12.1, objetivos, competencias y compro- 
misos; errores, dificultades y bloqueos; condi- 
ciones, demandas y retos. Obviamente, no son 
los únicos aspectos cognitivos que podrían con- 
siderarse de cara a la planificación de las ma- 
temáticas escolares, pero, como se ha visto en 
los capítulos precedentes, son aspectos centra- 
les que proceden de la práctica, la experiencia 
de innovación y de la investigación en educa- 
ción matemática, componentes de gran impor- 
tancia para la competencia profesional del pro- 
fesor de matemáticas. 


3. ANÁLISIS COGNITIVO: 
ENTRE LA REFLEXIÓN ; 
CONCEPTUAL Y LA INSTRUCCION 


En el análisis del significado de los conteni- 
dos matematicos escolares, que corresponde a la 
dimension cultural-conceptual del curriculo, el 
profesor selecciona y organiza los componentes 
del significado de los contenidos de un tema ma- 
tematico que considera relevantes, a efectos de 
su planificación para la instrucción. La revisión 
y organización de los conceptos y procedimien- 
tos que estructuran cada tema, las formas en que 
se pueden representar, sus sentidos, modos de 
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uso y problemas que pueden abordar, proporcio- 
nan los componentes del significado para descri- 
bir los propios contenidos matemáticos escolares. 

El análisis cognitivo parte de toda esa infor- 
mación para abordar la problemática del apren- 
dizaje de un tema matemático concreto por par- 
te de los escolares. Por una parte, la selección y 
organización de los conceptos y procedimientos 
ayuda a seleccionar focos de contenido, que per- 
miten establecer unas prioridades de aprendiza- 
je, las cuales contribuirán, después, al enunciado 
de objetivos. Por otra, ayuda a localizar aquellas 
nociones que, por su complejidad, pueden ser 
causa de errores de los escolares. Además, ese 
análisis del contenido expone los sentidos y ám- 
bitos de aplicación del tema, cuestión central 
para concretar en qué competencias matemáti- 
cas puede poner énfasis el profesor. 

En esta caracterización del análisis cogni- 
tivo hemos constatado la importancia de las 
tareas como uno de los instrumentos de los 
que dispone el profesor con el que encauzar las 
oportunidades de aprendizaje para sus escola- 
res. Con los ejemplos desarrollados en los ca- 
pítulos de este bloque, hemos visto tareas con 
las cuales fomentar el logro de determinados 
objetivos específicos y con las que promover el 
desarrollo de determinadas competencias ma- 
temáticas. El análisis de instrucción va a abor- 
dar el diseño, la selección y la secuenciación de 
las tareas, para lo cual es fundamental el enun- 
ciado de objetivos específicos y su contribución 
al desarrollo previo de competencias. Además, 
los objetivos específicos orientan los criterios 
de evaluación, cuya concreción y la de los ins- 
trumentos de evaluación se realiza también en 
el análisis de instrucción (figura 12.2). 

Proseguimos con el ejemplo del capítulo 8, 
que describe el análisis de contenido del tema 
de Números irracionales y reales. En el siguien- 
te apartado abordamos el análisis cognitivo co- 
rrespondiente a ese tema. 
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Análisis de 
contenido 


Conceptos y 
procedimientos 
básicos 


Sintesis: 


estructura 
conceptual del tema 


Análisis Sistemas 
fenomenológico de representación 


Análisis 


Oportunidades Limitacio 
de aprendizaje en el aprendizaje 


de las tareas 


. cognitivo 
Expectativas 
de aprendizaje 
Síntesis: 
Análisis de eae ie de 
instrucción : os aprendizajes 
Funciones y 
secuencias 
nes 


Sintesis: 


diseño de la 
unidad didáctica 


Gestión Materiales 


>> aan 
del aula y recursos 


Figura 12.2—Anialisis de contenido, análisis cognitivo y análisis de instrucción. 


4. ANÁLISIS COGNITIVO DEL TEMA + Foco 1: Las notaciones decimales, simbó- 
«NUMEROS IRRACIONALES licas y recurrentes de los distintos tipos de 
EN SECUNDARIA» números, sus características y propieda- 
des, junto con su empleo en las operacio- 
La síntesis del análisis de contenido de los nes aritméticas usuales. 
números irracionales que aquí se ejemplifica e Foco 2: Los algoritmos para la obtención 
procede de la caracterización del mapa con- de las cifras de un número irracional has- 
ceptual del tema Números irracionales y reales ta un orden de aproximación prefijado. 
(apartado 5.1, capítulo 8), donde se muestran e Foco 3: Las construcciones con reglas y 
cuatro focos conceptuales escogidos, claves compás de longitudes, o superficies, de 
para la planificación de esa unidad didáctica. medida irracional, donde a cada número 
Esos focos son: le corresponde un punto de la recta. 
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e Foco 4: Los problemas que surgen en dis- 
tintos contextos y situaciones en que in- 
tervienen relaciones entre cantidades in- 
conmensurables de diferentes magnitudes, 
los cuales han sido estudiados durante 
siglos de historia de la matemática. 


Los cuatro focos conceptuales, junto con 
la revisión curricular, los tomamos como 
punto de partida para llevar a cabo un análi- 
sis cognitivo del tema Números irracionales y 
reales. 


Argumenta la importancia de estos 
cuatro focos en el significado de los números irra- 
cionales. 

Argumenta, igualmente, si pueden esta- 
blecerse otros focos distintos para ese con- 
tenido. 
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4.1. Expectativas de aprendizaje 


sobre los números irracionales 


A partir de cada uno de los cuatro focos con- 
ceptuales referidos, delimitamos cuatro priorida- 
des de aprendizaje en el tema Números irracionales 
y reales, cuya vinculación vemos en la tabla 12.2. 
Estas prioridades son coherentes con los criterios 
de evaluación propuestos para este tema en 4.° 
curso de Educación Secundaria (RD 1105/2014). 


e Conocer los distintos tipos de números e 
interpretar el significado de algunas de 
sus relaciones, operaciones y propiedades 
más características: divisibilidad, pari- 
dad, infinitud, proximidad, etc. 

e Utilizar los distintos tipos de números y 
Operaciones, junto con sus propiedades, 
para recoger, transformar e intercambiar 
información y resolver problemas relacio- 
nados con la vida diaria y otras materias 
del ámbito académico. 


TABLA 12.2 


Focos de contenidos y prioridades de aprendizaje 
para los números irracionales en Educación Secundaria 


Focos conceptuales 


Prioridades de aprendizaje 


Notaciones decimales de los distintos tipos de nú- 
meros, características y propiedades; empleo en las 
Operaciones aritméticas usuales. 


Representar, identificar y operar con números ra- 
cionales e irracionales según distintos sistemas de 
representación. 


Algoritmos para la obtención de las cifras de un 
número irracional hasta un orden prefijado. 


Obtener aproximaciones decimales de números 
irracionales hasta un orden determinado. Acotar 
números irracionales. 


Construcciones con reglas y compás de longitudes 
o superficies irracionales, donde cada irracional 
viene dado mediante un punto de la recta o área de 
una figura. 


Construir con regla y compás segmentos y figuras 
cuyas medidas sean números irracionales propues- 
tos. 


Problemas que surgen de distintas situaciones en 
las que intervienen cantidades inconmensurables de 
diferentes magnitudes. 
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Describir y resolver situaciones y problemas que 
involucran cantidades inconmensurables. 
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Justifica las relaciones y diferencias en- 
tre los focos de contenidos y las prioridades de 
aprendizaje del contenido matemático Números 
irracionales y reales. 


Esas cuatro prioridades, en su conjunto, ex- 
presan el aprendizaje que se persigue en este 
tema y permiten enunciar varios objetivos es- 
pecificos, que pasamos a presentar. Los enun- 
ciados provienen de los principales conceptos y 
procedimientos establecidos en el análisis de 
contenido previo del capítulo 8, y los estánda- 
res de aprendizaje establecidos en el currículum 
para cada uno de los dos criterios de evaluación 
antes descritos. 


Objetivos específicos que desglosan 
la prioridad de representar, identificar 
y operar con racionales e irracionales 
según distintos sistemas 

de representación 


Ol. Realizar operaciones aritméticas con 
números decimales infinitos, tanto pe- 
riódicos como no periódicos. 

O2. Identificar y describir el problema de la 
inconmensurabilidad en figuras geomé- 
tricas sencillas. 

03. Distinguir números racionales e irra- 
cionales a partir de su representación 
decimal. 

O4. Describir el significado de los distintos 
símbolos empleados para representar 
números irracionales, como y2, m, e y 
el número de oro @ (fi). 

O5. Argumentar la irracionalidad de y2. 

O6. Ubicar números irracionales en la rec- 
ta numérica. 


Objetivos específicos que identifican 

la prioridad de obtener aproximaciones 
decimales de números irracionales 
hasta un orden determinado 


O7. Redondear y truncar una expresión 
decimal con un orden convenido. 

O8. Utilizar diversos métodos iterativos 
algebraicos para obtener diferentes 
aproximaciones a 7, e y Q. 

O9. Emplear algoritmos para obtener ci- 
fras decimales sucesivas hasta un or- 
den decimal dado. 

O10. Emplear el orden de los números rea- 
les con relaciones como: siguiente a, 
más próximo que, mayor que, menor 
que y comprendido entre. 

O11. Calcular el error generado al realizar 
aproximaciones decimales. 


Objetivos específicos que se 
desprenden del foco construir 
segmentos y figuras cuyas medidas sean 
números irracionales con regla y compás 


O12. Construir irracionales cuadráticos. 

O13. Construir el rectángulo áureo. 

O14. Obtener aproximaciones sucesivas del 
número 7 a partir de las áreas de po- 
lígonos regulares. 


Objetivos específicos derivados del foco 
describir y resolver situaciones 

y problemas que involucran cantidades 
inconmensurables 


O15. Analizar situaciones y resolver proble- 
mas para discriminar y caracterizar 
los números racionales e irracionales. 
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O16. Describir diferentes aplicaciones del 
número de oro @. 

O17. Relacionar el cálculo de cifras decima- 
les de p con la sucesión de Fibonacci. 

O18. Utilizar la fórmula para el interés 
compuesto. 


En la planificación del aprendizaje de 
un tema, los objetivos específicos se vinculan con 
las competencias matemáticas básicas. Elabora 
una tabla en la que se muestre la vinculación 
de cada uno de los objetivos anteriores con las 
competencias básicas, tal y como vimos en la 
tabla 9.5 en el apartado 5 del capítulo 9. 


4.2. Limitaciones en el aprendizaje 
de los números irracionales 


En el marco de la Educación Secundaria, la 
introducción paulatina del conjunto de los nú- 
meros reales genera varias dificultades a los es- 
colares, sobre todo con motivo de modificar 
esquemas e ideas ya elaboradas para otras es- 
tructuras numéricas previas y que no tienen 
aplicación en los nuevos conceptos. Los núme- 
ros irracionales que se trabajan en el aula mues- 
tran ejemplos de estas dificultades, entre las que 
destacan la presencia de notaciones con infini- 
tos términos y la complejidad conceptual que 
surge de sus distintas formas de representación. 

Estas dos dificultades originan que puedan 
producirse algunos errores durante el aprendi- 
zaje de los irracionales. A continuación ejem- 
plificamos varios de esos posibles errores y los 
vinculamos con los objetivos previamente 
enunciados, con intención de mostrar que se 
pueden identificar cuando se busca el logro de 
esas expectativas. 


El. Identificar como mensurables mediante 
un valor racional los distintos atributos 
de formas geométricas (O2, OS). 
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E2. Identificar como valor de un número 
irracional alguna de sus aproximacio- 
nes (03, O5, 06, 07). 

E3. Interpretar que algunos números irra- 
cionales admiten una expresión deci- 
mal finita o una expresión fraccionaria 
(03, 07, 08, 09). 

E4. Interpretar que cualquier expresión de- 
cimal con infinitos términos representa 
siempre a un número (O6, O7, O8, O9, 
014). 

ES. Suponer que entre dos números cuales- 
quiera sólo hay una cantidad finita de 
números (02, O10). 

E6. Aplicar propiedades lineales para ope- 
rar con números radicales (Ol, O15). 

E7. Asociar siempre un número irracional 
con una expresión radical (03, 09). 

E8. Considerar que todos los segmentos 
construibles con regla y compás tienen 
una longitud expresable con un núme- 
ro finito de decimales (O2, O5). 

E9. Ejemplificar el siguiente o el anterior a 
cualquier real dado (02, O10). 


Ii) Enuncia la respuesta de un alumno a 
distintas tareas, de manera que en cada caso se 
ejemplifiquen los errores antes enunciados. 


4.3. Oportunidades de aprendizaje 
para los números irracionales 


Tal y como se ha desarrollado en el capítu- 
lo 11, las tareas constituyen un elemento cen- 
tral para suministrar a los escolares oportuni- 
dades de aprendizaje y brindarles retos que 
estimulen su interés y fomenten el desarrollo 
de sus competencias. Los siguientes ejemplos 
de actividades persiguen esa doble finalidad en 
el caso de los números irracionales, y ponen su 
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foco de atención en diferentes objetivos especí- 
ficos de los detallados anteriormente. 


Ejercicio 1. Construcción de números 
irracionales 


a) Usa GeoGebra para construir un cua- 
drado de lado 1 en el plano cartesiano. 
¿Cuánto mide cualquiera de sus diago- 
nales? Si construyes ahora un rectángu- 
lo de lados 1 y 2, ¿cuánto medirán en- 
tonces sus diagonales? 

b) Observa la imagen siguiente, en la que 
se muestra la construcción en la recta 
numérica de la raíz cuadrada de los pri- 
meros diez números naturales'. ¿Dónde 
se obtiene la marca de y3? ¿Cómo será 
la distancia entre y11 y 110, mayor o 
menor que la que hay entre y1 y y2? ¿Y 
la distancia entre ¥20 y ¥19? 


Estas actividades exploran las relaciones 
métricas que se establecen utilizando figuras 
geométricas sencillas y que dan lugar a la cons- 


trucción de números irracionales. Implica, por 
tanto, una actividad del escolar que puede con- 
tribuir al logro de los objetivos 6 (representar 
irracionales en la recta numérica) y 12 (cons- 
truir irracionales cuadráticos). Pero al plantear 
cuestiones centradas en las diferencias entre 
radicales, también se relaciona con el objetivo 
10 (emplear el orden de los números reales con 
relaciones como: siguiente a, más próximo que, 
mayor que, menor que y comprendido entre). 


Redacta nuevas preguntas a partir del 
enunciado de esta tarea. 


Ejercicio 2. Propiedades de racionales 
e irracionales 


Completa la siguiente tabla 12.3, según las 
afirmaciones sean siempre ciertas, siempre fal- 
sas, O a veces ciertas y a veces falsas. Justifica 
con tus palabras cada una de tus respuestas, 
proponiendo ejemplos si es necesario. 

Estas actividades facilitan el intercambio de 
argumentos y la discusión entre escolares o gru- 


Figura 12.3 


' Applet disponible en http://www.geogebra.org/m/89174. 
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TABLA 12,3 


La suma de dos números racionales es un número racional. 


Siempre 
cierto 


A veces cierto | Siempre 
y a veces falso falso 


La suma de un número racional y otro irracional es siempre irracional. 


El producto de dos números racionales es otro número racional. 


El producto de dos números irracionales es otro número irracional. 


La diagonal de un cuadrado es siempre un número irracional. 


La longitud de una circunferencia es siempre un número irracional. 


pos de escolares. El listado de proposiciones que 
se incluyen son sólo un ejemplo, pues su varie- 
dad es mayor. En este caso, los objetivos con los 
que se vincula son el 1 (realizar operaciones arit- 
méticas con números decimales infinitos, tanto 
periódicos como no periódicos), el 2 (identificar 
y describir el problema de la inconmensurabilidad 
en figuras geométricas sencillas) y el 8 (utilizar 
diversos métodos iterativos algebraicos para obte- 
ner diferentes aproximaciones an, e y q). 


Redacta nuevas preguntas abiertas a 
partir de los enunciados de este ejercicio. 


Ejercicio 3. Expresión decimal de \5 


Usa tu calculadora para obtener diferen- 
tes aproximaciones por exceso y por defecto 
de /5, según los órdenes decimales que se in- 
dican en la tabla 12.4: 


TABLA 12.4 


Aproximación por defecto 


Aproximación por exceso 


Valor entero. 


A las décimas. 


A las centésimas. 


A las milésimas. 


A las diezmilésimas. 
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Sobre los datos de la tabla anterior, haz las 
comparaciones que se indican, justificando tus 
afirmaciones: 


a) ¿Cuál de las dos aproximaciones a las 
centésimas tiene menor error? 

b) ¿Cuál de las dos aproximaciones a las 
milésimas tiene menor error? 

c) Observa las dos columnas de aproxima- 
ciones: ¿es posible decir cuál de los dos 
valores proporciona una mejor aproxi- 
mación? 


En este caso, la actividad persigue, inicial- 
mente, el estudio organizado de una serie de 
aproximaciones, por lo que se vincula con el ob- 
jetivo O9 (emplear algoritmos para obtener cifras 
decimales sucesivas de in hasta un orden decimal 
dado). Después, propone el análisis de errores en 
la aproximación (objetivo O11: calcular el error 
generado al realizar aproximaciones decimales). 
Pero la principal es promover la discusión entre 
la bondad de diferentes aproximaciones para 
poder disponer de argumentos que distingan nú- 
meros racionales de irracionales (objetivo O3: 
distinguir números racionales e irracionales a par- 
tir de su representación decimal). 


A partir de propiedades conocidas, 
enuncia preguntas que trabajen sobre el carácter 
interno o externo de las operaciones entre los 
distintos tipos de números reales. 


Ejercicio 4. ; y2 + y3 = 77? 


Encuentra la aproximación decimal de los nú- 
meros \2, \3 y z al orden de las centésimas y 
argumenta después si la igualdad \2 + \3 = 70 es 
verdadera o falsa con esos datos. 


La última actividad propuesta se centra, fun- 
damentalmente, en desarrollar la competencia 
de argumentación de los escolares. Desde el pun- 
to de vista de los objetivos propuestos, fomenta 
sobre todo el logro de O9 (emplear algoritmos 
para obtener cifras decimales sucesivas de \n has- 
ta un orden decimal dado) y el O1 (realizar ope- 
raciones aritméticas con números decimales infi- 
nitos, tanto periódicos como no periódicos). 


IAE Completa con una serie de preguntas 
complementarias el ejercicio número 4 e indica 
qué aprendizajes mejorarían en cada caso. 


5. ANÁLISIS COGNITIVO 
Y COMPETENCIA PROFESIONAL 
DEL PROFESOR 


El análisis didáctico suministra una serie de 
herramientas al profesor en formación para el 
diseño de unidades didácticas. El análisis cog- 
nitivo que hemos presentado aporta tres de esas 
herramientas, tres contenidos didácticos, que 
son los tres organizadores que hemos presenta- 
do (expectativas, limitaciones y oportunidades 
de aprendizaje). El conocimiento y manejo del 
profesor sobre los componentes de esos tres or- 
ganizadores permite afrontar parte del diseño 
de una unidad didáctica, en lo que se refiere a 
la planificación del aprendizaje escolar. Ese co- 
nocimiento y manejo contribuye de manera im- 
portante al desarrollo de la competencia profe- 
sional del profesor. 


5.1. El trabajo con las expectativas 
de aprendizaje 


Las expectativas de aprendizaje expresan, 
desde diferentes niveles, lo que se espera que 
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conozcan, apliquen y usen los escolares por me- 
dio del aprendizaje alcanzado en su proceso de 
formación. También expresa el compromiso del 
profesor con los logros de los escolares. En el 
caso de las matemáticas, las expectativas de 
aprendizaje se sostienen a su vez en actuacio- 
nes, contenidos y tareas, ya que esas expecta- 
tivas expresan ciertos usos reconocibles y de- 
seados del conocimiento matemático, que se 
pueden desarrollar, observar o inferir a partir 
de las actuaciones de los escolares ante deter- 
minadas tareas. De entre los posibles niveles de 
expectativas de aprendizaje, el análisis cognitivo 
se centra expresamente en dos de ellos: los ob- 
jetivos especificos y las competencias. Ambos 
niveles ocupan un lugar importante en la acti- 
vidad docente y se centran en dos aspectos cla- 
ves del proceso de enseñanza. 

Los objetivos especificos enuncian expecta- 
tivas de aprendizaje que tiene el profesor para 
los escolares a corto plazo, acerca de un tema 
especifico de matemáticas para un curso con- 
creto. Las competencias, alternativamente, ex- 
presan intenciones educativas en el largo plazo, 
con desarrollo paulatino durante varios cursos 
y etapas, mediante un trabajo con diferentes te- 
mas de matemáticas. En ambos casos, son las 
actuaciones de los escolares ante determinadas 
tareas las que permiten observar el grado y 
modo de consecución de esas expectativas. 
Pero, mientras en el caso de los objetivos espe- 
cificos esas tareas están vinculadas a un conte- 
nido matemático concreto, en el caso de las 
competencias las tareas son abiertas, requieren 
de conocimientos sobre distintos contenidos 
matemáticos y deben localizarse en diferentes 
situaciones y contextos. Así, por ejemplo, la 
competencia «razonar y argumentar» se activa 
a lo largo de las distintas etapas y actividades 
relacionadas con la alfabetización matemática. 
Esta competencia involucra procesos de pensa- 
miento lógicos que exploran y vinculan los ele- 
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mentos de un problema y permite hacer infe- 
rencias (basadas en razonamientos inductivos 
y deductivos), comprobar hipótesis y propor- 
cionar una justificación de afirmaciones reali- 
zadas y de las soluciones encontradas. Es una 
competencia compleja, que sustenta gran parte 
de las finalidades formativas de las matemáti- 
cas. El logro de algunos de los objetivos pro- 
puestos para el tema de los números irraciona- 
les contribuye parcialmente al desarrollo de 
esa competencia, pues se centran en facetas que 
ésta recoge. Estos objetivos son, fundamental- 
mente, el O2 (Identificar y describir el problema 
de la inconmensurabilidad en figuras geométricas 
sencillas), el O3 (Distinguir números racionales 
e irracionales a partir de su representación deci- 
mal) el O5 (Argumentar la irracionalidad de \2) 
y el O17 (Relacionar el cálculo de cifras decima- 
les de p con la sucesión de Fibonacci). 


Selecciona aquellos objetivos del 
tema Número irracionales que estén vinculados 
con la competencia de Comunicación; ejemplifica 
esa relación. 


5.2. Expectativas de aprendizaje 
y marco curricular 


Al manejar diferentes niveles de expectati- 
vas de aprendizaje, el profesor dispone de cri- 
terios para interpretar las directrices sobre ob- 
jetivos y competencias que se expresan en los 
documentos curriculares; también puede dise- 
ñar con mayor precisión y establecer preferen- 
cias para evaluar lo que espera que aprendan 
unos escolares acerca de un tema de matemáti- 
cas concreto. En el capítulo 9 se ha puesto de 
manifiesto cómo la noción de competencia en- 
fatiza el papel funcional de las matemáticas. 
Dado que las competencias establecen expecta- 
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tivas de aprendizaje para los escolares (en tér- 
minos de lo que deben aprender los escolares 
en el aula de matemáticas), las orientaciones 
curriculares afectan fundamentalmente a la di- 
mensión cognitiva del currículo. Las competen- 
cias se vinculan con la formación, el aprendi- 
zaje y el desarrollo de los escolares, y ahí reside 
su relación con la dimensión cognitiva del cu- 
rrículo. 

Al asociar objetivos específicos con el de- 
sarrollo de competencias, emergen algunas po- 
tencialidades del análisis cognitivo cuando los 
profesores planifican sus clases y las actividades 
que se pueden implementar en ellas. En primer 
lugar, partiendo de las directrices sobre objeti- 
vos, contenidos y evaluación que se expresan 
en el currículo general de un nivel educativo, 
los profesores pueden determinar una serie de 
prioridades de aprendizaje para ese tema que, 
como hemos visto, organizan y acotan el enun- 
ciado de objetivos específicos. Esas prioridades 
de aprendizaje, que se fundamentan y sostienen 
en la propia estructura conceptual del tema de 
matemáticas, también orientan el tipo de com- 
petencias a las que, desde el trabajo en el tema, 
se contribuye vivamente. 

En segundo lugar, los profesores enuncian 
y seleccionan qué objetivos específicos deben 
desarrollar los escolares de un nivel educativo 
determinado para el aprendizaje de un tema 
concreto. Con la descripción de objetivos espe- 
cificos, los temas de matemáticas se concretan 
en una serie de conocimientos y actuaciones 
que se espera que los estudiantes alcancen, do- 
minen y apliquen al finalizar el aprendizaje de 
la unidad didáctica correspondiente. El enun- 
ciado de esos objetivos se establece en términos 
de contenidos, capacidades y contextos. Es de- 
cir, los objetivos han de expresar con precisión 
qué contenidos de un tema deben conocer y 
dominar los escolares, qué deben poder hacer 
con esos contenidos, qué actuaciones han de 


llevar a cabo y, finalmente, en qué contextos y 
situaciones se deben poner en juego esos cono- 
cimientos. Los objetivos especificos enfatizan la 
naturaleza funcional de las matemáticas que 
proponen las actuales directrices curriculares, 
con una nueva lectura de expectativas de apren- 
dizaje en matemáticas. 

En tercer lugar, los profesores describen en 
qué medida cada uno de esos objetivos espe- 
cificos contribuye al desarrollo cognitivo ge- 
neral de los escolares y a cada una de las com- 
petencias matemáticas. Las competencias, 
como expectativas de aprendizaje a largo pla- 
zo, permiten a los profesores establecer una 
relación operativa entre el currículo global de 
todo un nivel educativo con el nivel local rela- 
tivo a un tema específico. Esta relación es fun- 
damental desde un punto de vista de planifi- 
cación docente, porque trata con dos niveles 
de expectativas que forman parte de la estruc- 
tura curricular actual; estimula un aprendiza- 
je funcional, pues incide en aspectos prácticos 
y observables de la matemática; y, además, da 
coherencia al propio proceso de planificación, 
porque contribuye a la formación integral de 
los escolares a lo largo de toda la educación 
obligatoria. Asumir que el logro de los obje- 
tivos contribuye al desarrollo de las compe- 
tencias matemáticas permite una aproxima- 
ción al enfoque funcional sin rupturas ni 
tributo a modas. El desarrollo de las distintas 
competencias matemáticas se va logrando pro- 
gresivamente, a medida que se van trabajando 
diferentes temas matemáticos y se alcanzan 
objetivos específicos que contribuyen a esas 
competencias. 


Establece la vinculación de los objeti- 
vos del tema Números irracionales con el trata- 
miento curricular de ese tema en los programas 
actuales. 
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5.3. El trabajo con limitaciones 
en el aprendizaje 


La caracterización de las limitaciones de 
aprendizaje en términos de errores y dificulta- 
des brinda también al profesor una importante 
información acerca de en qué aspectos de las 
matemáticas que trabaja en el aula pueden sur- 
gir situaciones que frenen, ralenticen o incluso 
desvirtúen el aprendizaje de los escolares. No 
se trata de abarcar todo el abanico posible de 
errores que pueden surgir al trabajar en un 
tema, sino de organizar errores sistemáticos o 
reiterados, específicos a ese tema. Esa informa- 
ción permite al profesor prever diferentes alter- 
nativas para presentar determinados conceptos 
o procedimientos, seleccionar ejemplos y con- 
traejemplos que faciliten corroborar o desmen- 
tir algunas creencias, o incluir en su actividad 
docente tareas que pongan de manifiesto la 
existencia de ciertos errores. 

En el capítulo 10 se han puesto varios ejem- 
plos de cómo surgen esas limitaciones durante 
un aprendizaje. El estudio de limitaciones anti- 
cipa algunas situaciones que pudieran darse, 
mediante tareas complementarias y alternativas 
o intervenciones específicas. Hemos visto cómo 
las dificultades de aprendizaje forman parte in- 
herente del propio proceso de aprendizaje y que 
una de sus causas tiene que ver con la propia 
complejidad del conocimiento matemático. Eso 
permite caracterizar los errores como un aspec- 
to visible de esas dificultades, que se ponen de 
manifiesto cuando los escolares afrontan la re- 
solución de tareas. 

El trabajo analítico con limitaciones condu- 
ce a la reflexión sobre una realidad en el aula 
de matemáticas y a considerar los errores como 
herramientas de las que el profesor puede sacar 
partido. La relación de dificultades y errores 
con los objetivos especificos que se persiguen 
dan consistencia, coherencia y unidad a estos 
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dos organizadores del currículo del análisis 
cognitivo. 


Selecciona aquellos errores anteriores 
que estén vinculados con las dificultades debidas 
a la complejidad de los conceptos implicados en 
el tema Números irracionales; ejemplifica esa re- 
lación. 


5.4. El trabajo con oportunidades 
de aprendizaje 


Finalmente, con la información de expecta- 
tivas y limitaciones, el profesor dispone de cri- 
terios para estudiar, seleccionar y diseñar las 
tareas que habrán de resolver los escolares a lo 
largo de la implementación de la unidad didác- 
tica. Si la finalidad es que los escolares lleguen 
a desarrollar ciertos objetivos, ese logro ha de 
mostrarse en la ejecución de tareas que mues- 
tren de qué son capaces. En esas tareas se plan- 
tean al escolar demandas que tienen diferente 
complejidad y que les llevan a activar diferentes 
habilidades y a articular distintas parcelas de 
su conocimiento, tal y como se ha detallado en 
el capítulo 11. 

El trabajo del profesor sobre las oportuni- 
dades de aprendizaje centra su reflexión en el 
diseño y la selección de tareas matemáticas es- 
colares. Para ello es prioritario, entre otros as- 
pectos, relacionar esas tareas con un contenido 
matemático concreto, con unos objetivos es- 
pecificos claramente definidos, y analizar qué 
competencias se promueven. Las demandas 
constituyen requerimientos cognitivos que se 
hacen a los escolares para que activen diferen- 
tes conceptos y procedimientos en una variedad 
de situaciones y lleven a cabo determinadas ac- 
tuaciones. El proceso de selección y diseño de 
esas demandas por el profesor debe atender to- 
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das aquellos componentes que, a partir de los 
contenidos, quieran trabajar y los objetivos que 
deseen lograr sobre esos contenidos. Además, 
dado que los objetivos han de contribuir al de- 
sarrollo paulatino de las competencias matemá- 
ticas, las tareas escolares constituyen un impor- 
tante indicador del tipo de competencias básicas 
que el profesor enfatiza con los interrogantes 
propuestos y el modo en que esas demandas 
contribuyen a su desarrollo. 

La actuación de los escolares ante las cues- 
tiones propuestas permitirá observar el grado 
de consecución de los objetivos enunciados, lo 
cual brinda información valiosa de cara a la 
evaluación del nivel de desarrollo de la compe- 
tencia matemática. Reciprocamente, las compe- 
tencias brindan orientaciones para el disefio y 
selección de nuevas cuestiones, pues expresan 
unas prioridades y expectativas de aprendizaje 
para las matemáticas. El desarrollo de compe- 
tencias como comunicar, argumentar y justificar 


O representar necesita tareas especificas que 
movilicen en los escolares determinadas capa- 
cidades, como, por ejemplo, expresar los pro- 
cesos que siguen, justificar la utilidad de los 
procedimientos empleados para alcanzar unos 
determinados resultados o bien relacionar e 
interpretar diferentes representaciones. 

Estos argumentos evidencian que la estruc- 
tura que se ha diseñado para el análisis cogni- 
tivo contribuye a que los profesores en forma- 
ción descubran herramientas que les permiten 
diseñar sus actuaciones profesionales de mane- 
ra fundamentada, sistemática y coherente con 
las demás dimensiones del análisis didáctico. 
Con la ejemplificación del análisis cognitivo en 
el tema de los números irracionales se da con- 
tinuidad al estudio iniciado en el capítulo 8 y 
se ponen de manifiesto la complejidad de las 
relaciones que se establecen entre las expectati- 
vas, las limitaciones y las oportunidades de 
aprendizaje. 
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BLOQUE IV 


Planificación e implementación 
de la enseñanza de las matemáticas 


Variables y funciones de las tareas 


matemáticas 


ANTONIO MORENO VERDEJO 
RAFAEL RAMÍREZ UCLÉS 


INTRODUCCIÓN 


Un día cualquiera en un instituto cualquiera de 
cualquier ciudad. La profesora comienza su clase 
mostrando un periódico en que se puede leer 
como titular: «La OCU afirma que poner el lavava- 
jillas ahorra agua frente a lavar los platos a mano». 
Tras comentar la noticia con los estudiantes, los 
distribuye en grupos de tres y les pregunta: ¿Qué 
pensáis? ¿Qué manera de lavar los platos requie- 
re más agua? 

La tarea no ha sido escogida al azar, ni buscada 
sin criterio entre las que ofrecen los libros de texto. 
La profesora ha realizado una reflexión previa so- 
bre cómo sus estudiantes aprenden matemáticas, 
qué finalidad persigue con la tarea y cómo va a 
presentarla a sus estudiantes. 

La profesora opta por fomentar la actividad de 
los estudiantes a través de la tarea planteada, 
como alternativa a una recepción pasiva de infor- 
mación transmitida por ella. Como para la profeso- 
ra, para nosotros el aprendizaje de las matemati- 
cas escolares tiene lugar desde la actividad, pues 
así se elaboran significados y se atribuyen senti- 
dos, en un entorno de negociación y comunicación 
con otros individuos y en contextos particulares. 

Una vez que ha decidido comenzar por una ta- 
rea, escoge cuál, de entre las muchas posibles, 
sirve para satisfacer algunas de las expectativas 
de aprendizaje planteadas con anterioridad. En 
ese momento de la planificación, el análisis cogni- 
tivo realizado previamente muestra su utilidad y 
orienta la actividad. 
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Finalmente, la profesora de nuestro ejemplo de- 
cide cómo gestionar la tarea. ¿ Trabajará en peque- 
ños grupos o realizará el trabajo individualmente? 
¿Incentivará intervenciones de los estudiantes en 
el grupo clase? ¿En qué momento del desarrollo 
de la tarea? 

La planificación en este momento se lleva a 
cabo desde el Análisis de Instrucción. Ese análisis 
dispone de los componentes necesarios para que 
el profesor tome las decisiones prácticas indispen- 
sables con las que seleccionar, diseñar y proponer 
tareas matemáticas escolares, tareas que guían el 
aprendizaje matemático de los estudiantes, pro- 
mueven su comprensión de conceptos matemáti- 
cos, favorecen el desarrollo de su pensamiento 
matemático, motivan su interés y optimizan sus 
capacidades matemáticas. 

En los siguientes capítulos se desarrollan los 
distintos organizadores y componentes del Análisis 
de instrucción, que constituyen contenidos didác- 
ticos en esta dimensión del currículo. Dichos con- 
tenidos se distribuyen como sigue: 


e El estudio de las variables y análisis de las fun- 
ciones de las tareas matemáticas escolares, 
los distintos tipos de tareas y la secuenciación 
de las tareas seleccionadas (capítulos 13 y 14). 

e Los materiales y recursos para la enseñanza 
de las matemáticas (capítulo 15). 

e La organización y gestión del trabajo en el 
aula (capítulo 16). 
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1. TAREA MATEMÁTICA ESCOLAR 


Una tarea matemática escolar es una pro- 
puesta que solicita la actividad del alumno en 
relación con las matemáticas y que el profesor 
planifica como oferta intencional para el apren- 
dizaje o como instrumento para evaluación del 
aprendizaje. 

La definición distingue entre tarea matemá- 
tica y actividad matemática. La actividad está 
relacionada con el individuo, con el alumno y 
con la acción que realiza, mientras que la tarea 
está asociada con los objetivos para los que se 
solicita la actividad. Puede decirse que la acti- 
vidad es la participación de un alumno que 
acepta un desafío y completa la tarea. 

El interés de diferenciar entre tarea y activi- 
dad reside en que el profesor no participa en la 
actividad del alumno, pero sí dispone de medios 
y se ocupa en la formulación de la tarea, del 
modo en que se propone su realización y la di- 
rige en el aula. 

El proceso de instrucción implica por parte 
del profesor la invención, diseño, selección y 
secuenciación de tareas escolares que permitan 
el aprendizaje de nuevos conceptos por parte 
del alumno. Estas tareas de aprendizaje han de 
tener su foco en la construcción de nuevas no- 
ciones matemáticas; no basta con aplicar las 
nociones ya conocidas por el estudiante, ya que 
han de ampliar sus conceptos matemáticos. 


1.1. Tareas significativas 


El significado de un contenido matemático 
escolar es una idea central de este libro, como 
vemos en los capítulos 4 y 8, noción que funda- 
mos en tres componentes —signo, sentido y re- 
ferencia— principalmente. Las tareas escolares 
que se propongan tienen que ser significativas, 
es decir, en su diseño han de destacar los conte- 


nidos conceptuales y procedimentales que utili- 
zan los estudiantes y sus significados. Las tareas 
planteadas tienen que utilizar uno o varios de 
los componentes de significado, para profundi- 
zar sobre éste y completarlo. Los conceptos y 
procedimientos que se comprenden e interpre- 
tan por los estudiantes a través de una tarea 
contribuyen a que ésta sea significativa para el 
contenido en cuestión. Hablamos entonces de 
tareas significativas para referirnos a aquellas 
que ayudan a los estudiantes a que expresen y 
mejoren sus concepciones o significados parcia- 
les sobre determinados contenidos matemáticos. 

La tarea propuesta será significativa en la 
medida en que: 


e Se inicia desde contenidos y sentidos ya 
conocidos. La tarea parte de conceptos y 
procedimientos que los estudiantes ya po- 
seen. De este modo aporta una estructura 
y una representación a la experiencia pro- 
puesta en la tarea, revisa aquellos sentidos 
que la contradicen y acomoda otros com- 
ponentes a su conocimiento. 

e Permite que los estudiantes activen aque- 
llos otros contenidos que se requieran 
para ello. Es decir, el profesor selecciona- 
rá tareas en las que se interconecten los 
conceptos sobre los que queremos que se 
reflexione y no otros. 

e Constituye un reto para los alumnos. Los 
estudiantes aprenderán en la medida en la 
que aborden con interés las tareas pro- 
puestas; por tanto, la actividad que reali- 
cen en ella constituirá un desafío de inte- 
rés para ellos. 

e Los estudiantes reconocerán en qué me- 
dida se ha resuelto. Alcanzarán la respon- 
sabilidad de determinar si la respuesta a 
la tarea es correcta. Estableceran justifi- 
caciones para ello y decidirán cuándo esa 
respuesta finaliza la tarea. 
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Localiza en un libro de texto de primer 
ciclo de Secundaria una tarea significativa sobre 
el concepto de número negativo. Analiza y argu- 
menta cuáles de los apartados anteriores satis- 
face la tarea para considerarse como significativa. 
Modifica el enunciado de la tarea para mejorar su 
significatividad. 


1.2. Tareas en una situación auténtica 


Usaremos el término auténtico para califi- 
car aquellas situaciones extraescolares de la 
vida real con las que se introduce una tarea ma- 
temática escolar, que ya vimos en el aparta- 
do 5 del capítulo 7 al estudiar las situaciones 
como parte del sentido de un contenido mate- 
mático escolar. Para que califiquemos de autén- 
tica una situación es importante que ésta pueda 
reproducirse o simularse de forma razonable- 
mente realista. 

Naturalmente, las situaciones reales no 
siempre pueden ser completamente simuladas 
en el medio escolar. Sin embargo, las tareas ma- 
temáticas escolares han de formularse de ma- 
nera que las situaciones reales se puedan simu- 
lar. Se trata de que el proceso de solución 
emprendido por el estudiante suceda en condi- 
ciones parecidas al modo en que se enfrentaría 
a la situación real. 

Para valorar y mejorar la autenticidad con 
que planteamos la tarea, nos fijamos en los si- 
guientes criterios: 


e Evento: cuando presentamos una tarea 
matemática escolar, es esencial que el 
evento descrito haya tenido lugar o tenga 
una posibilidad real de tener lugar. 

e Pregunta: este descriptor hace referencia 
a si el planteamiento de la pregunta de la 
tarea escolar es acorde con la formulación 
de la pregunta en la vida real. 
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e Propósito: en el contexto de la tarea, la 
posibilidad de abordar su solución y las 
consideraciones a tener en cuenta para 
ello dependen del propósito con el que se 
aborda. Este propósito debe ser tan cla- 
ro en el contexto de la tarea como lo se- 
ría en su correspondiente situación de la 
vida real. 

e Lenguaje utilizado: para valorar si plan- 
teamos una tarea en contexto auténtico 
debemos tener en cuenta la terminología, 
la estructura de las oraciones y la exten- 
sión del texto utilizado en la presentación 
de la tarea. Una simulación de una situa- 
ción real, con un grado razonable de fide- 
lidad, no debería incluir términos que di- 
ficulten su resolución a los estudiantes si 
esa dificultad no está presente en la situa- 
ción extraescolar simulada. 

e Datos: este aspecto se refiere a la infor- 
mación en la que se basa la solución de la 
tarea. Es decir, en qué medida los datos 
facilitados por la tarea son realistas. 


Localiza en un libro de texto de primer 
ciclo de Secundaria una tarea auténtica sobre el 
teorema de Pitágoras. Analiza y argumenta cuáles 
de los criterios anteriores satisface la tarea para 
considerarse como auténtica. Modifica el enuncia- 
do de la tarea para mejorar su autenticidad. 


1.3. Datos que describen una tarea 


El análisis de una tarea permite identificar 
varios datos, que la describen: 


e La meta o finalidad se refiere a la expec- 
tativa de aprendizaje que trabaja la tarea. 

e La formulación de la tarea es el modo en 
que esa tarea se presenta. Puede ser un 
texto escrito, un material, un vídeo, etc. 
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e Los materiales y recursos que se necesitan 
para la ejecución de la tarea. 

e El tipo de agrupamiento. Este elemento 
hace referencia al modo en el que dispon- 
dremos a los estudiantes para la realiza- 
ción de la tarea. La elección de un tipo de 
agrupamiento u otro dependerá de las in- 
tenciones educativas del profesor. 

e La situación de aprendizaje o contexto en 
el que se propone la acción. 

e La temporalización nos indica la duración 
estimada de la tarea. 


Proponemos la siguiente tarea a los estu- 
diantes: «Dibujar una cancha de tenis en el pa- 
tio del instituto». Los datos que describen la 
tarea se pueden ver en la siguiente tabla: 


TABLA 13.1 


Elementos de la tarea 


Datos de la tarea 


Descripción 


Meta Utilizar el teorema de 
Pitágoras para el dibu- 
jo que debe realizar el 
alumno. 

Formulación «Dibujar una cancha 


de tenis en el patio del 
instituto». 


Materiales y recursos | Cuerdas, piqueta, me- 


tro, calculadora. 


TABLA 13.1 (continuación) 


Datos de la tarea Descripción 


Tipo de agrupamiento. | Grupo. 


Situación de aprendi- 
zaje. 


El patio del colegio. 


Una hora. 


Temporalización. 


Localiza en un libro de texto de primer 
ciclo de Secundaria una tarea sobre la ecuación 
de segundo grado. Analiza y describe los datos 
de la tarea. Valora si puede considerarse como 
tarea significativa y como tarea auténtica. Modifi- 
ca el enunciado de la tarea para mejorar su sig- 
nificatividad y autenticidad. 


2. VARIABLES DE LAS TAREAS 
MATEMATICAS ESCOLARES 


Un estudio metódico de las tareas, por medio 
del análisis de algunas de sus variables, permite 
comprenderlas mejor y decidir sobre su ajuste a 
las expectativas de aprendizaje planificadas y a 
las características de nuestro alumnado. 

Hemos elegido tres variables que trabajan 
con una perspectiva funcional de las matemá- 
ticas, como la que venimos considerando en el 
libro y que coinciden con las que se emplean en 
el marco PISA. La tabla 13.2 resume las prin- 
cipales variables de tarea. 


TABLA 13.2 


Variables de tarea 


Contenido 


Situaciones 


Dificultad 


Cantidad. Personales. 


Espacio y forma. 
Incertidumbre y datos. 
Cambio y relaciones. 


Públicas. 
Científicas. 


Educativas o laborales. 


Reproducción. 
Conexión. 
Reflexión. 
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2.1. Contenido matemático 


Hay diversas posibilidades de clasificar 
los contenidos por distintos criterios, como 
vimos en el apartado 1 del capítulo 4. Esco- 
gemos como opción para la organización de 
los contenidos la clasificación fenomenológi- 
ca del apartado 1.3 del capítulo 4, coherente 
con la funcionalidad de las matemáticas esco- 
lares. 
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Los distintos contenidos matemáticos involu- 
crados en una tarea se agrupan en las categorías 
siguientes: cantidad, espacio y forma, incerti- 
dumbre y datos, y cambio y relaciones. Esta cla- 
sificación de contenidos la adaptamos del marco 
de evaluación PISA, donde se tiene en cuenta el 
desarrollo histórico de las matemáticas; engloba 
la mayor parte de las matemáticas subyacentes 
a la modelización de fenómenos, e incluye las 
matemáticas escolares de los últimos currículos. 


TABLA 13.3 


Descripción de los contenidos matemáticos 


Contenido matemático Descripción 


Cantidad 


Contenidos que permiten juzgar interpretaciones y argumentos basados en 
la cantidad. Se incluyen en esta categoría las medidas, los conteos, las mag- 
nitudes, las unidades, los indicadores, el tamaño relativo, las tendencias 
numéricas y los patrones. 


Patrones, propiedades de los objetos, posiciones y orientaciones, decodifi- 
cación y codificación de información visual, navegación, e interacción di- 
námica con las formas reales y con las representaciones. 


Espacio y forma 


Este categoría incluye reconocimiento, interpretación y evaluación de situa- 
ciones de incertidumbre y conclusiones derivadas de ellas. 

Así incluye también los procesos de variación y el error en la medición del 
cambio. 


Incertidumbre y datos 


Esta categoría se refiere a la comprensión de los fenómenos del mundo 
natural, donde el cambio es su característica fundamental. La comprensión 
de estos cambios y su predicción por medio de modelos matemáticos for- 
man parte de esta categoría de contenido. 


Cambio y relaciones 


Enuncia una tarea matemática escolar 2.2. Situaciones 


para cada uno de los contenidos anteriores. Lo- 


caliza tareas en un libro de texto para cada uno 
de esos contenidos. 


Entra en la dirección www.mecd.gob. 
es/inee/Preguntas-liberadas.htm, donde aparecen 
items liberados de las pruebas PISA de matema- 
ticas. Identifica cinco tareas de las allí enunciadas 
por cada uno de los contenidos considerados. 
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Como hemos visto al hablar de tareas autén- 
ticas en el apartado 5 del capítulo 7, la situa- 
ción es uno de los componentes que establecen 
el sentido de un concepto o noción matemá- 
tica. En las tareas matemáticas escolares las 
situaciones contribuyen a dotarlas de senti- 
do, muestran modos de uso, son indicadores 
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de sentido y ayudan a profundizar sobre el 
mismo. 

De acuerdo con el marco del estudio PISA, 
compartimos que la situación es la «parte del 
mundo del estudiante en la que se localizan las 
tareas que se le plantean y de este modo las dota 
de significado». Como se ha dicho, son cuatro 
las situaciones que aquí se consideran: persona- 
les, educativas o laborales, públicas y científicas. 
Las tareas en contexto puramente matemático 
se consideran en una situación científica. 

La importancia del estudio de esta variable 
reside en el hecho de que las representaciones 
y estrategias matemáticas elegidas para resolver 
una tarea dependen de su sentido, que se vin- 
cula con la situación de la que surge. 


Entra en la dirección www.mecd.gob.es/ 
inee/Preguntas-liberadas.htm, donde aparecen 
ítems liberados de las pruebas PISA de matemá- 
ticas. Identifica cuatro tareas de las allí enunciadas 
por cada una de las situaciones consideradas. 


Las diferentes situaciones en que se presen- 
tan las tareas permiten el uso auténtico de la 
matemáticas para resolver el problema. Sin em- 
bargo, hay que tener en cuenta que las situacio- 
nes pueden no ser percibidas de la misma ma- 
nera por estudiantes de diferentes culturas. El 
trabajo de transformaciones en el plano em- 
pleando rosetones de catedrales no resultará 
cercano ni familiar a estudiantes de muchas cul- 
turas. Otras culturas construyen algunas vivien- 
das situando dos largas varas unidas perpendi- 
cularmente por el centro. Las paredes se 
construyen en torno a ellas. Esta situación apor- 
ta un significado de cuadrado como polígono 
con las dos diagonales iguales y perpendicula- 
res. Sin embargo, la situación no es familiar en 
nuestra cultura. Esta diversidad para la gestión 
de las situaciones en que se sitúan las tareas pue- 


de interpretarse como enriquecimiento para los 
estudiantes de las aulas multiculturales. 


TABLA 13.4 


Descripción de los contextos 


Situación 
¿En qué situación se 
ubica el problema? 


Descripción 


Relacionadas con las ac- 
tividades diarias de los 
alumnos. El problema afec- 
ta de manera inmediata al 
alumno. 


Personal 


Educativas, ocupa- 
cionales o laborales 


Situaciones que el alumno 
encontraría en un centro 
escolar o puesto de trabajo. 


Públicas Las situaciones propias de 
la comunidad en la que el 
alumno se encuentra in- 
merso y la información 
que aparece en los medios 


de comunicación. 


Científica 


Interpretación de proble- 
mas científicos. Estas situa- 
ciones son más abstractas. 


Vemos un ejemplo de tarea para cada una 
de estas situaciones, describiendo no sólo su 
enunciado sino su gestión. En apartados poste- 
riores profundizaremos en algunas de ellas, 
añadiendo las funciones, acciones que promue- 
ve y el propósito. 


Situaciones personales 


Las situaciones personales están relaciona- 
das con las actividades diarias de los alumnos. 
Por ejemplo, podemos utilizar la manera en la 
que realizan sus sorteos, como el del amigo in- 
visible o el reparto de equipos en el deporte, 
para plantear problemas relacionados sobre su 
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percepción del azar, la equiprobabilidad y la 
estrategia de analizar todos los casos posibles. 
El problema matemático afecta inmediatamen- 
te al individuo y al modo en que éste percibe el 
contexto del problema. 


Ejemplo. Los amigos no son invisibles 


Cuatro amigos deciden jugar al amigo invisi- 
ble para celebrar el fin de curso. Cada uno escri- 
be su nombre en un papel y lo echa en una bolsa. 
Por turnos, cogen un papel cada uno y ése será 
su amigo invisible (tendrá que hacerle un regalo 
de menor valor al de un precio fijo). Si a alguno 
le toca su propio nombre, repetirán el sorteo. Se 
ponen manos a la obra y tienen que repetir el 
sorteo tres veces. Vamos a examinar en clase si 
es «extraño» lo que ha ocurrido. 


Los alumnos forman grupos de cuatro y van 
a realizar sorteos hasta que ninguno extraiga 
su propio nombre. En un debate general se con- 
tabilizarán el número de sorteos necesarios en 
cada grupo y se compartirán ideas de cuáles 
han sido los casos «extraños». 

A continuación se les motiva para que ana- 
licen todos los resultados posibles en sorteos de 
dos, tres y cuatro jugadores, contabilizando cuá- 
les de ellos son sorteos válidos para el juego. 
Finalmente, se les sugiere que busquen maneras 
de realizar el sorteo para que salga a la primera, 
independientemente del número de jugadores. 


INSTA Resuelve la tarea matemática escolar 
anterior y busca en libros de texto ejemplos de 
otras tareas personales. 


Situaciones educativas, ocupacionales 
o laborales 


Son tareas centradas en el mundo laboral, 
desde los trabajos no especializados hasta los 
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de alto nivel de cualificación. Como vimos, 
aquí también se incluyen las tareas referidas al 
entorno educativo. 


Ejemplo. Suspendemos demasiado 


Las notas de los tres trimestres de los alum- 
nos de 4.” de ESO son números comprendidos 
entre 0 y 10 con un solo decimal. Al iniciar el 
curso, el profesor propone tres formas para cal- 
cular la nota final: 


e Opción A. Se redondea la nota trimestral, 
se calcula la media aritmética de los tres 
trimestres y se vuelve a redondear la nota 
final. 

e Opción B. Se calcula la media aritmética 
de los tres trimestres y se redondea la nota 
final. 

e Opción C. Se calcula la media ponderada 
(con pesos 20, 30 y 50 respectivamente) de 
los tres trimestres y luego se redondea. 


¿Qué opción crees que prefieren los alumnos? 


Los alumnos trabajan en grupos de tres. 
Cada uno de ellos debe adoptar el rol que de- 
fienda una de las opciones. Para ello tiene que 
buscar argumentos que apoyen que su opción 
beneficia a su compañeros y casos en los que 
las otras opciones los perjudican. 

Posteriormente se recoge en debate de gran 
grupo las situaciones particulares en las que 
una de las opciones es claramente más ventajo- 
sa para ellos. Se intenta generalizar a cualquier 
rango de notas posibles en los tres trimestres y 
consensuar una decisión final. Incluso se les 
puede motivar a que planteen su propia opción 
y valorar «la justicia» de cada una de ellas en 
un informe final. 
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IMA Resuelve la tarea anterior y busca en 
los libros de texto ejemplos de otras tareas labo- 
rales. 


Situaciones públicas 


Se presentan situaciones de la comunidad 
en la que el alumno está inmerso. Por ejemplo, 
se pueden plantear tareas en las que analice la 
información que aparece en los medios de co- 
municación, como pueden ser las campañas 
publicitarias. 


Ejemplo. Que no te lien... 


Dos empresas compiten por ofrecer los pre- 
cios más baratos del mercado. La empresa A aca- 
ba de realizar una campaña en la que ofrece 3 x 
2 (pague 2 y llévese 3) en muchos de sus produc- 
tos. Los responsables de la empresa B quieren 
contraatacar lanzando una campaña del 50% de 
descuento en la segunda unidad. ¿Cuál de las dos 
está ofreciendo los precios más baratos? 


Los alumnos trabajan inicialmente en pare- 
jas, adoptando cada uno de ellos el rol de cada 
empresa. Se les sugiere que analicen primero 
casos concretos de productos, como el pan, con 
un precio determinado, para posteriormente 
estudiar las generalizaciones. 

En un debate en gran grupo se comparten las 
propuestas y se les motiva a elaborar un tabla en 
la que, dado un precio inicial, se calculen los pre- 
cios cuando aumentan progresivamente el nú- 
mero de productos en cada una de las dos ofertas. 

Se les insta a analizar situaciones reales que 
conozcan de esas campañas y que valoren si las 
decisiones que han adoptado son válidas para 
la compra de productos perecederos, ropa, di- 
ficil almacenaje, precios elevados, etc. 


JAEN Resuelve la tarea escolar anterior y 
busca en los libros de texto al menos tres ejem- 
plos de otras tantas tareas públicas. 


Situaciones científicas 


Se refieren a problemas que se relacionan 
con la aplicación de las matemáticas con el 
mundo natural y con temas relacionados con 
la ciencia y la tecnología. Se interpretan proble- 
mas científicos y suelen abordar situaciones 
más abstractas. 


Ejemplo. Medida de objetos inaccesibles 


Con un metro, nuestro teodolito y lo que sa- 
bemos de trigonometria, desde el patio del cole- 
gio medid la altura a la que se encuentra la chi- 
menea de un edificio cercano al que no podemos 
acceder. 


Los alumnos previamente han construido su 
propio teodolito con un transportador de ángu- 
los, una regla y un trozo de cuerda. Los alumnos 
bajan al patio para hacer las mediciones. Traba- 
jan en grupos pequeños y anotan los resultados. 
Se les motiva a que tomen varias medias desde 
puntos distintos, que analicen las diferencias en- 
contradas y que relacionen la precisión de los 
instrumentos utilizados con los resultados obte- 
nidos. Si el método utilizado se basa en cálculos 
de tangentes, se discute el número de decimales 
utilizado, así como las unidades de medida. Se 
pueden contrastar las mediciones de los grupos 
y determinar un procedimiento para «consen- 
suar» la medida más aproximada a la real. 


V= 10H Resuelve la tarea escolar anterior (si 
quieres utiliza mediciones ficticias) y busca en los 
libros de texto ejemplos de otras tareas científicas. 
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Elige una unidad didáctica de un libro 
de texto y analiza qué tipo de situaciones son las 
que más se utilizan para las tareas de esta unidad. 


2.3. La complejidad de la tarea 


La complejidad de una tarea matemática es 
una de sus variables más importantes, porque 
proporciona fundamento para ordenar y se- 
cuenciar las tareas, ya que contribuye a que és- 
tas se adapten a diferentes ritmos de aprendi- 
zaje de los estudiantes. También es difícil de 
precisar, porque, junto con una valoración teó- 
rica, son las respuestas del alumnado las que, 
en definitiva, establecen empíricamente la ma- 
yor o menor complejidad de una tarea. Los tér- 
minos «fácil» y «difícil» resultan imprecisos 
para clasificar, según esta variable, ya que pue- 
den provenir de una valoración subjetiva. Por 
ello resulta necesario proponer categorías se- 
gún criterios objetivos. 

Teóricamente, se distinguen los siguientes 
grados de dificultad (tabla 13.5): 


TABLA 13.5 
Descripción de los grados de dificultad 


Grados Descripción 
de dificultad 

Reproducción | Se engloban aquellos ejercicios 
que son relativamente familia- 
res y que exigen básicamente la 
reiteración de los conocimien- 
tos practicados. 

Conexión Plantean mayores exigencias 


para su interpretación y requie- 
ren establecer relaciones entre 
distintas representaciones de 
una misma situación, o bien en- 
lazar diferentes aspectos para 
alcanzar una solución. 
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TABLA 13.4 (continuación) 


Grados 


de dificultad Descripción 


Las tareas del nivel de reflexión 
requieren competencias más 


Reflexión 


complejas, implican un mayor 
número de elementos, y exigen 
generalización y explicación o 
justificación de los resultados. 


Vamos a ejemplificar mediante tareas esco- 
lares esos grados, utilizando el teorema de Pi- 
tágoras como contenido matemático. 


Tarea de reproducción 


Ejemplo. Los satélites 


Dibuja una órbita circular y sobre ella tres 
satélites. Llama B y Ca los que están diametral- 
mente opuestos, y al satélite intermedio A. Une 
A, B y C. ¿Qué polígono obtienes? ¿Es un trián- 
gulo rectángulo? Compruébalo con la escuadra. 


Figura 13.1.—La Tierra y los satélites. 


Posteriormente al aprendizaje de la fórmula 
se presenta al alumno un caso de triángulo en el 
que deba aplicarla para justificar si es rectangu- 
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lo, debiendo sustituir correctamente la hipote- 
nusa y los catetos en su lugar correspondiente. 


Tarea de conexión 


Siguiendo con el contenido teorema de Pi- 
tágoras, vemos cómo, manteniendo la situación 
del ejemplo anterior, la tarea se transforma en 
otra de conexión. 


Ejemplo 


Si el satélite A está a 15 U del satélite B y a 
36 U del satélite C, ¿qué distancia hay entre los 
satélites B y C? ¿A qué distancia están de la Tie- 
rra B y C, sabiendo que el radio de la Tierra es 
aproximadamente de 6.400 Km? 

En un determinado momento la distancia en- 
tre los satélites B y C es de 25 U y la distancia 
entre A y Bes de 20 U. ¿Qué distancia hay entre 
el A y el C? 


Tras una exploración inicial, pueden reco- 
gerse ideas del grupo acerca de estrategias que 
se les ocurran. Se trata de una tarea de cone- 
xión, porque la resolución de la tarea no se rea- 
liza sólo con la aplicación directa del teorema 
de Pitágoras, sino que el estudiante deberá rea- 
lizar interpretaciones para ello. 


Tarea de reflexión 


Ejemplo 


Debido a fallos técnicos, B y C dejan de estar 
en la misma órbita. El B está situado en una ór- 
bita a 8 U del centro de la Tierra, y el C en una 
a 18 U. Para que las comunicaciones fueran efi- 
caces, se decidió situar Á de forma que el centro 
de la Tierra y el satélite estuviesen en una recta 
perpendicular a la formada por los satélites B y 


C, y que las señales enviadas por los otros saté- 
lites se reflejaran en A perpendicularmente. Para 
ello, los tres satélites deben estar en una circun- 
ferencia. Dibuja la situación en un papel. ¿Qué 
triángulo forman A, B y C? ¿Cuál es su altura? 
¿A qué distancia está el satélite A de la Tierra? 
¿A qué distancia está A de B? ¿Y A de C? 


Esta tarea requiere creatividad por parte de 
los alumnos, así como recurrir a otros conceptos 
matemáticos que interrelacionaran con el teo- 
rema de Pitágoras. Puede motivarse su estudio 
utilizando programas como Geogebra para vi- 
sualizar la situación y la solución. 


=F Busca o diseña tareas matemáticas 
escolares de los tres tipos descritos para el con- 
tenido Ecuaciones de segundo grado. 


es/inee/Preguntas-liberadas.htm, donde aparecen 
ítems liberados de las pruebas PISA de matema- 
ticas. Identifica cuatro tareas de las allí enuncia- 
das por cada uno de los niveles de complejidad 
descritos. 


3. FUNCIONES Y SECUENCIACIÓN 
DE LAS TAREAS MATEMATICAS 


Una vez seleccionadas, analizadas y modi- 
ficadas las tareas atendiendo a las variables an- 
teriores, se organizan en secuencias de acuerdo 
a las sesiones de clase. 

La selección de las tareas y su organización 
en secuencias requiere de acciones y decisiones 
que no son evidentes. 


Reflexiona: ¿qué criterios puedes uti- 
lizar para seleccionar tareas? ¿Qué elementos 
consideras en una tarea para que esté debida- 
mente formulada y desarrolle la competencia ma- 
temática? 
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El diseño y selección tendrá en cuenta que 
las tareas seleccionadas... 

... estén vinculadas al análisis y selección de 
los contenidos. 

... Planteen demandas cognitivas de distinto 
grado de complejidad. 

... pretendan lograr uno o más objetivos de 
aprendizaje. 

... promuevan el desarrollo de alguna com- 
petencia matemática específica. 

... posibiliten la superación de posibles difi- 
cultades o errores. 

... permitan incorporar recursos y materiales. 

... constituyan un conjunto coherente en la 
planificación de secuencias de aprendizaje. 


3.1. Funciones de las tareas 


Cada tarea matemática escolar desempeña 
una o varias funciones. El papel de la tarea de- 
penderá de: 


e Las condiciones en que se realiza. 
e Tareas y aprendizajes anteriores. 
e Vinculación con otras tareas. 
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Una tarea puede atender las siguientes fun- 
ciones: 


e Motiva para el aprendizaje y relaciona el 
contenido con la realidad. 

e Nos permite conocer los aprendizajes pre- 
vios realizados por los alumnos. 

e Favorece y fomenta la posibilidad en los 
alumnos de plantearse cuestiones acerca 
de un contenido. 

e Permite elaborar y construir significados. 

e Ayuda al estudiante a ejercitarse en des- 
trezas y procedimientos. 

e Favorece la capacidad para descontex- 
tualizar y aplicar conceptos y procedi- 
mientos. 

e Las tareas ayudan a sintetizar e integrar 
el conocimiento sobre un contenido ma- 
temático. 


La función de una tarea según la fase de la 
secuencia en que se implemente aparece refle- 
jada en la figura 13.2. 

Como se ve, esas funciones podemos resu- 
mirlas en tres momentos de secuenciación: 


Motivar y relacionar 
con la realidad 


Conocer aprendizajes 
previos 


Fomentar 
la interrogación 
y el cuestionamiento 


Elaborar y construir 
significados 


Ejercitar 


Descontextualizar 
y aplicar 


Sintetizar 


= 


MESA Tareas iniciales 


Tareas de desarrolo 


Tareas de cierre 


Figura 13.2.—Función de la tarea según la fase. 
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e Tareas iniciales: con ellas se exploran los 
conocimientos previos y se recuerdan 
conceptos, que permiten motivar los con- 
tenidos y ayudan a introducir algunos 
procedimientos y adiestrarse en ellos. 

e Tareas de desarrollo: estas tareas pre- 
tenden conceptualizar nuevas nociones, 
resumir procedimientos, introducir el 
trabajo con nuevas representaciones y 
aplicar heurísticas de resolución de pro- 
blemas. 

e Tareas de cierre: permiten ajustar rit- 
mos de aprendizaje distintos, consoli- 
dando conocimientos avanzados e insis- 
tiendo en conceptos y procedimientos 
básicos. 


Localiza una lección en un libro de 
texto de cuarto de ESO o primero de Bachillera- 
to que desarrolle el tema Números irracionales y 
reales. Identifica tareas en cada una de las fases 
de su secuencia. Reconoce las restantes varia- 
bles de esas mismas tareas. 


3.2. Fases de la secuencia de tareas 


La secuencia muestra las decisiones y el 
plan de trabajo elaborado por el profesor para 
el aprendizaje del alumno, aquello que se espe- 
ra que él aprenda. A continuación se muestran 
las fases de una secuencia de tareas y su propó- 
sito (tabla 13.6) 


TABLA 13.6 
Fases en la secuencia de tareas 
Fases 


de la secuencia 
de tareas 


Función Acciones que promueve Propósito 


Inicial 


Detección de ideas previas. 


Anticipar, actualizar, ade- 
cuar, motivar. 


Diagnóstico. 
Pronóstico. 


Presentación de la unidad. 


Representación del tema 
objetivo. 


Motivación, explicitación, 
comunicación. 


Desarrollo 


Regulación. 


Gestión de errores, refuer- 
zo de éxitos. 


Diagnóstico de obstáculos 
y dificultades, trabajo de 
estrategias de éxito. 


Autorregulación. 


Apropiación de criterios, 
construcción de aprendi- 
zaje. 


Autonomía de alumnos. 


Cierre 


Síntesis y estructuración. 


Recapitular, relacionar, 
orientar nuevos aprendi- 
zajes. 


Representación grupal e 
individual. 
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Comentamos algunos ejemplos de tareas 
analizando las acciones que promueve y su pro- 
pósito. 


Ejemplo de tarea inicial: comentario 
de texto 


Esta tarea se propone en la presentación de 
las unidades relacionadas con las relaciones 
multiplicativas y de divisibilidad entre números 
naturales, especialmente para alumnos de ESO. 
Está diseñada para detectar las ideas iniciales 
de los estudiantes sobre el tema. 

La tarea comienza cuando el profesor escri- 
be en la pizarra 19 : 0 = x y pide a los alumnos 
que expresen conjeturas sobre el valor desco- 
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nocido x. El objetivo del profesor es provocar 
en el estudiante un conflicto entre lo que sabe 
sobre la división y la divisibilidad y la relación 
escrita en la pizarra. La función del profesor en 
este momento de la gestión de clase es promo- 
ver y organizar un debate, sin influir en las 
ideas planteadas por los alumnos y tratando de 
dirigirlos hacia argumentaciones que reflexio- 
nen más allá de respuestas del tipo «no se pue- 
de dividir por cero». 

Posteriormente el profesor proporciona este 
fragmento del libro El diablo de los números 
de Enzensberger, junto con unas preguntas 
para enriquecer el debate y relacionarlo con la 
comprensión lectora de los argumentos que 
aparecen: 


—Diecinueve —murmuró—. Prueba con el 19. Intenta dividirlo en partes iguales de forma que no 


quede nada. 
Robert reflexionó. 


—Eso sólo se puede hacer de una manera —dijo al fin—. Lo dividiré en diecinueve partes iguales. 
—Eso no vale —respondió el diablo de los números. 


—O lo dividiré entre cero. 
—Eso no vale en ningún caso. 
—<¿Y por qué no vale? 


—Porque está prohibido. Dividir por cero está estrictamente prohibido. 

—jEntonces las Matemáticas saltarían en pedazos! —el diablo de los números empezaba a enfadarse 
otra vez. Pero, por suerte, se controló y dijo: —Reflexiona. ¿Qué debería salir si divides 19 entre cero? 

—No lo sé. Quizá cien o cero o cualquier número intermedio. 

—Antes has dicho que no había más que hacerlo al revés, entonces era con el tres: 


3x5=15 


así que 


15:3=5 


Ahora prueba con el 19 y con el cero. 
Robert calculó. 

—19 entre cero... digamos, 190 

—¿Y viceversa? 

—190 por cero... 190 por cero... es cero. 


—¿Lo ves? Da igual el número que escojas, siempre saldrá cero y nunca 19. ¿Qué se deduce de ello? 
Que no puedes dividir entre cero ningún número, porque sólo saldría una idiotez. 
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Robert se inclinó hacia él, tan cerca que el bigote del anciano le hizo cosquillas en el oído, y el diablo 
de los números le susurró un secreto: 

—Tienes que saber que existen números, absolutamente normales, que se pueden dividir; y luego están 
los otros, aquellos con los que eso no funciona. 

Yo los prefiero. ¿Y sabes por qué? Porque son números de primera. 

Los matemáticos llevan mil años rompiéndose la cabeza con ellos. Son unos números maravillosos. Por 
ejemplo, el once, el trece o el diecisiete. 


Preguntas de comprensión: 


l. ¿Podrías describir los dos personajes 
que intervienen en el texto? 

2. ¿Cómo se llaman en matemáticas los 
números que el anciano llama norma- 
les? ¿Y los números de primera? ¿Qué 
otros números conoces? 

3. ¿Podrías explicar resumidamente por 
qué no se puede dividir 19 entre cero? 

4. Haz una definición de «número de pri- 
mera». 


Tras la lectura del documento, los alumnos 
trabajan individualmente y a continuación en 
pequeños grupos para consensuar una única 
respuesta por grupo. En el debate en gran gru- 
po posterior el profesor detecta las ideas pre- 
vias que los alumnos manifiesten en relación al 
concepto de división, las propiedades de la di- 
visión, la divisibilidad y los números primos. 

Dos son las acciones prioritarias de la tarea. 
Por un lado diagnosticar la comprensión del 
alumno en relación a la argumentación expues- 
ta en el texto sobre la imposibilidad de dividir 
entre cero, aludiendo a la propiedad de que el 
dividendo es igual al divisor por el cociente más 
el resto. Por otro lado, anticipar la definición y 
propiedades de los números primos. 

Además del propósito relativo al diagnósti- 
co, se pretende que la lectura de un texto na- 
rrativo sea un elemento motivador, que presen- 
te una situación problemática de un reparto 


con un cero en el divisor y que facilite la inte- 
racción del alumnado para comunicar sus ideas 
relativas a la división entre cero y la importan- 
cia de la definición en matemáticas. 


Busca o diseña una tarea matemática 
escolar cuya función principal sea la presentación 
para una unidad didáctica. Analiza las acciones 
y propósito que promueve. Valora en qué grado 
esa tarea es significativa, según criterios iniciales 
del apartado 1.1. 


Ejemplo de tarea de desarrollo: 


La tarea «Los amigos no son invisibles» se 
sitúa en la fase de desarrollo de la unidad di- 
dáctica de probabilidad. La función de regula- 
ción, por una parte, persigue el propósito de 
encontrar estrategias de éxito para contabilizar 
todos los casos posibles y discriminar los favo- 
rables. En los debates se gestionarán los errores 
que pueden derivarse de dificultades para ser 
sistemáticos en la distinción de casos o en el 
concepto de equiprobabilidad de todos ellos. 
En relación a la autorregulación, se pretende 
favorecer su autonomía para que analicen los 
resultados obtenidos empíricamente, seleccio- 
nando criterios para diseñar el sorteo y tomar 
decisiones. 

Utilizando una terna pitagórica podemos 
plantear también una tarea en la que el alumno 
se apropia de criterios para trazar perpendicu- 
lares. Los estudiantes tratarán de hacer lo si- 
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guiente: trazar por un punto A de una recta 
otra recta perpendicular a la dada. 

Para ello trazarán un segmento de longitud 
3, y arcos de circunferencia de 4 y 5 desde los 
extremos de ese segmento. El punto de intersec- 
ción definirá el triángulo. 

El profesor explicará que el trazado de rec- 
tas perpendiculares es una aplicación muy im- 
portante de las ternas. También comentará su 
importancia, desde la antigiiedad, para el traza- 
do de direcciones perpendiculares sobre el terre- 
no, en distintos campos de la vida laboral, por 
ejemplo en la construcción, agricultura, etc. 


Busca o diseña una tarea de desarro- 
llo con la que se realice la construcción del con- 
cepto de área. Valora en qué grado esa tarea es 
significativa, según los criterios iniciales del apar- 
tado 1.1. 


Ejemplo de tarea de cierre: 


La tarea «Suspendemos demasiado» se 
plantea como una actividad de cierre del tema 
de estadística. Tiene una función principal de 
síntesis de las propiedades de las medidas esta- 
disticas estudiadas, analizando su comporta- 
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miento frente a los redondeos y comparando 
su valor final. Con el planteamiento de nuevas 
opciones se promueve que los alumnos interpre- 
ten las propiedades de otras medidas de centra- 
lización e incluso compararlas con nuevas pro- 
puestas y adoptar criterios en función de sus 
cualidades. La discusión en grupos, la comuni- 
cación de ideas y la presentación de un informe 
final favorece aspectos relativos a la represen- 
tación de los temas tratados. 


Busca o diseña una tarea de cierre 
para recapitular el aprendizaje de la unidad di- 
dáctica de Combinatoria. Valora en qué grado esa 
tarea es significativa, según los criterios iniciales 
del apartado 1.1. 


A lo largo del capítulo hemos recogido di- 
versos análisis de las tareas, con el fin de obte- 
ner el mayor aprovechamiento de ellas así como 
mayor eficiencia en el aprendizaje. En los próxi- 
mos capítulos se tratarán dos aspectos de las 
tareas. En el capítulo 14 se abordarán la reso- 
lución de problemas y su relación con la mode- 
lización, mientras que en el capítulo 15 se abor- 
dará el empleo de materiales por parte del 
profesor para la instrucción. 


Complejidad y estructura de las tareas 


escolares 


RAFAEL RAMÍREZ UCLÉS 
ANTONIO MORENO VERDEJO 


INTRODUCCIÓN 


En el lenguaje coloquial, la palabra problema va 
asociada a una situación conflictiva acompañada 
incluso de matices negativos. Sin embargo, para 
un estudiante de matemáticas enfrentarse a un 
problema debe ser un reto atractivo del que salir 
victorioso al encontrar su propia solución. De he- 
cho, una de las características de los alumnos con 
talento matemático es ese interés por resolver re- 
tos y encontrar respuesta a los enigmas. Para otros 
alumnos, enfrentarse a un problema genera un 
estado de frustración ante la imposibilidad de hallar 
respuestas. 

En la primera parte de este capítulo analizare- 
mos algunos aspectos a tener en cuenta para que 
la estructura de la tarea y su complejidad puedan 
adaptarse al nivel de competencia matemática de- 
seado y satisfacer las expectativas de enseñanza 
del profesor en la profundización de los contenidos 
del tema. 

Según el marco conceptual del estudio Pisa, la 
modelización se reconoce como una competencia 
básica y se considera clave para establecer los 
descriptores de los niveles de rendimiento más 
altos. Los alumnos cuyo rendimiento corresponde 
al nivel empírico superior establecido por el estudio 
PISA, el sexto, son aquellos que formulan concep- 
tos, los generalizan y utilizan información basada 
en investigaciones y modelos de situaciones de 
problemas complejos. Los estudiantes de este nivel 
pueden relacionar diferentes fuentes de informa- 
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ción y representaciones y las traducen de una 
manera flexible. Estos alumnos pueden aplicar su 
razonamiento y comprensión, así como su dominio 
de las operaciones y relaciones matemáticas sim- 
bólicas y formales, para desarrollar nuevos enfo- 
ques y estrategias con los que abordar situaciones 
desconocidas. Los alumnos que alcanzan este ni- 
vel pueden formular y comunicar con exactitud sus 
acciones, así como las reflexiones relativas a sus 
descubrimientos, y expresan sus argumentos y su 
adecuación a las situaciones originales. Se dice, 
por ello, que disponen de un conocimiento signifi- 
cativo y un razonamiento matemático avanzado, 
que se identifica por un alto dominio de los com- 
ponentes del significado de los contenidos mate- 
máticos escolares. 

En la segunda parte de este capítulo se analizan 
las tareas de modelización como fundamentales 
para que el alumno comprenda el papel funcional 
que las matemáticas aportan cuando se emplean 
para comprender el mundo. Inicialmente, los pro- 
blemas genuinos que provienen de la vida real no 
parecen estar formulados en lenguaje matemático. 
Sin embargo, la posibilidad de traducirlos al len- 
guaje de las matemáticas ofrece la posibilidad de 
encontrar modelos que ayuden en su resolución. 
Modelizar es una competencia básica para traducir 
la realidad a la estructura matemática y, en el ca- 
mino de vuelta, para interpretar los modelos mate- 
máticos en términos reales. 
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1. COMPLEJIDAD DE LAS TAREAS 
MATEMATICAS ESCOLARES 


En capítulos anteriores hablamos de cómo 
la demanda cognitiva que se exige al estudiante 
al resolver una tarea contribuye a su compleji- 
dad. Pero la complejidad de una tarea también 
está condicionada por la manera en que se pre- 
senta y formula, así como por las capacidades 
que se requieren y activan al realizarla. El aná- 
lisis previo de estos factores ayuda a modificar 
y variar la tarea, para su ajuste a las necesida- 
des del alumnado a quienes se dirige. 


1.1. Complejidad según criterios 
teóricos 


Como vimos en el capítulo anterior, la dis- 
tinción entre tareas de reproducción, conexión 


y reflexión es un primer indicador de su com- 
plejidad teórica. En la tabla 14.1 se muestran 
otros indicadores que describen esos grados de 
complejidad para cada una de las competencias 
básicas del marco PISA de 2003 descritas en el 
capítulo 9. 

Los indicadores que se muestran en la ta- 
bla 14.1 corresponden a distintos componentes 
de significado por cada competencia y con dis- 
tinto nivel de profundidad; las capacidades no 
varían significativamente, pero sí lo hace el al- 
cance y amplitud con que se lleva a cabo y se 
muestra. 


Elige una de las capacidades descrita 
en la tabla 14.1. Ejemplifica la actividad de un 
escolar con el contenido Límite finito de una fun- 
ción en un punto, para los tres niveles de com- 
plejidad descritos en relación con la competencia 
elegida. 


TABLA 14.1 


Niveles teóricos de complejidad para las competencias básicas de PISA 


Reproducción Conexión Reflexión 
Pensar y razonar (PR) 
Formular preguntas simples | Formular preguntas (¿cómo ha- | Formular preguntas (¿cómo halla- 


(¿cuántos...?, ¿cuánto es...?) y en- 
tender los consiguientes tipos de 
respuesta («tantos», «tanto»); 
distinguir entre definiciones y 
afirmaciones; comprender y em- 
plear conceptos matemáticos en 
el mismo contexto en el que se 
introdujeron o en el que se han 
practicado posteriormente. 


llamos...?, ¿qué tratamiento da- 
mos...?) y comprender los tipos 
de respuesta (mediante tablas, 
gráficos, álgebra, cifras, etc.); dis- 
tinguir entre definiciones y afir- 
maciones y entre sus distintos 
tipos; comprender y emplear con- 
ceptos matemáticos en contextos 
que difieren de aquellos en que se 
introdujeron o en que se han 
practicado después. 


mos...?, ¿qué tratamiento da- 
mos...?, ¿cuáles son aspectos 
esenciales del problema...? y com- 
prender los tipos de respuesta (me- 
diante tablas, gráficos, álgebra, 
cifras, puntos clave); distinguir en- 
tre definiciones, teoremas, conje- 
turas, hipótesis y afirmaciones 
sobre casos especiales y reflexio- 
nar sobre esas distinciones; com- 
prender y emplear conceptos ma- 
temáticos en contextos nuevos O 
complejos; comprender la ampli- 
tud y límites de conceptos matemá- 
ticos y generalizar resultados. 
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TABLA 14.1 (continuación) 


Conexión 


Reflexión 


Argumentar y justificar (AJ) 


Seguir y justificar procesos cuan- 
titativos estándar: procesos de 
cálculo, enunciados y resultados. 


Razonar matemáticamente de mda- 
nera simple, sin distinguir entre 
pruebas y formas más amplias de 
argumentación y razonamiento; 
seguir y evaluar el encadenamiento 
de los argumentos matemáticos de 
diferentes tipos; tener sentido de la 
heurística (p. ej., ¿qué puede o no 
puede pasar y por qué?, ¿qué sa- 
bemos y qué queremos obtener?). 


Razonar de manera sencilla, distin- 
guir entre pruebas y formas más 
amplias de argumentación y razo- 
namiento; evaluar y elaborar enca- 
denamientos de argumentos de 
diferentes tipos; emplear la heuris- 
tica (¿qué puede o no puede pasar 
y por qué?, ¿qué sabemos y qué 
queremos obtener?, ¿cuáles son 
propiedades esenciales?, ¿cómo se 
relacionan diferentes objetos?) 


Comunicar (C) 


Comprender y saber expresarse 
oralmente y por escrito sobre 
cuestiones matemáticas sencillas, 
tales como reproducir los nom- 
bres y las propiedades básicas de 
objetos familiares, mencionando 
cálculos y resultados, normal- 
mente de una única manera. 


Comprender y saber expresarse 
oralmente y por escrito sobre cues- 
tiones matemáticas que engloban 
desde cómo reproducir los nom- 
bres y las propiedades básicas de 
objetos familiares o cómo expli- 
car los cálculos y sus resultados 
(normalmente de más de una ma- 
nera) hasta explicar asuntos que 
implican relaciones. También 
comporta entender las afirmacio- 
nes orales o escritas de terceros 
sobre este tipo de asuntos. 


Comprender y saber expresarse 
oralmente y por escrito sobre cues- 
tiones matemáticas que engloban 
desde cómo reproducir los nom- 
bres y las propiedades básicas 
de objetos familiares o explicar 
cálculos y resultados (normal- 
mente de más de una manera), a 
explicar asuntos que implican re- 
laciones complejas, entre ellas re- 
laciones lógicas. También com- 
porta entender las afirmaciones 
orales o escritas de terceros sobre 
este tipo de asuntos. 


Modelar (M) 


Reconocer, recopilar, activar y 
aprovechar modelos familiares 
bien estructurados, pasar de los 
diferentes modelos (y sus resulta- 
dos) a la realidad y viceversa para 
lograr una interpretación; comu- 
nicar de manera elemental los re- 
sultados del modelo. 


Estructurar el campo o situación 
del que hay que realizar el mode- 
lo; traducir la «realidad» a estruc- 
turas matemáticas en contextos 
no demasiado complejos pero di- 
ferentes a los que están acostum- 
brados los estudiantes. Compor- 
ta también interpretar alternando 
los modelos y la realidad, y sa- 
biendo también comunicar los re- 
sultados del modelo. 


Estructurar la situación que hay 
que modelar, traducir la realidad a 
estructuras matemáticas en con- 
textos complejos, pasar de los mo- 
delos a la «realidad», incluyendo 
comunicar resultados: recopilar 
información y datos, supervisar el 
proceso de construcción y validar el 
modelo resultante. Lleva a reflexio- 
nar, analizar, realizar críticas y a 
una comunicación más compleja. 
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Reproducción 


TABLA 14.1 (continuación) 


Conexión 


Reflexión 


Resolver problemas (RP) 


Exponer y formular problemas re- 
conociendo y reproduciendo 
problemas ya practicados puros 
y aplicados de manera cerrada. 


Plantear y formular problemas 
más allá de la reproducción de los 
ya practicados de forma cerrada; 
resolverlos por uso de procedi- 
mientos y aplicaciones estándar, 
pero también otros más indepen- 
dientes que establezcan conexio- 
nes entre distintas áreas matemá- 
ticas y distintas formas de 
representación y comunicación 
(esquemas, tablas, gráficos, pala- 
bras e ilustraciones). 


Exponer y formular problemas 
más allá de la reproducción de los 
ya practicados de forma cerrada; 
resolverlos mediante utilización de 
procedimientos y aplicaciones es- 
tándar, pero también de procedi- 
mientos que impliquen establecer 
conexiones entre distintas áreas 
matemáticas, formas de represen- 
tación y comunicación (esque- 
mas, tablas, gráficos, palabras e 
ilustraciones). También conlleva 
reflexionar sobre las estrategias y 
las soluciones. 


Representar (R) 


Descodificar, codificar e interpre- 
tar representaciones de objetos 
matemáticos previamente cono- 
cidos de un modo estándar que ya 
ha sido practicado. El paso de 
una representación a otra sólo se 
exige cuando ese paso mismo es 
una parte establecida de la repre- 
sentación. 


Descodificar, codificar e interpre- 
tar formas de representación más 
o menos familiares de los objetos 
matemáticos; seleccionar y cam- 
biar entre diferentes formas de re- 
presentación de las situaciones y 
objetos matemáticos, y traducir y 
diferenciar entre diferentes for- 
mas de representación. 


Descodificar, codificar e interpre- 
tar formas de representación de 
los objetos matemáticos; selec- 
cionar y cambiar entre diferentes 
formas de representación de obje- 
tos y situaciones matemáticos, 
traducir y diferenciar entre ellas. 
También combinar representacio- 
nes de manera creativa e inventar 
nuevas. 


Uso del lenguaje simbólico y de las operaciones (LS) 


Descodificar e interpretar el len- 
guaje formal y simbólico rutinario 
que ya se ha practicado en con- 
textos sobradamente conocidos; 
manejar afirmaciones sencillas y 
expresiones con símbolos y fórmu- 
las, tales como utilizar variables, 
resolver ecuaciones y realizar 
cálculos mediante procedimientos 
rutinarios. 


Descodificar e interpretar el len- 
guaje formal y simbólico básico 
en situaciones y contextos menos 
conocidos y manejar afirmacio- 
nes sencillas y expresiones con 
símbolos y fórmulas, tales como 
utilizar variables, resolver ecua- 
ciones y realizar cálculos me- 
diante procedimientos familiares. 


Descodificar e interpretar el len- 
guaje formal y simbólico ya prac- 
ticado en situaciones y contextos 
desconocidos y manejar afirma- 
ciones y expresiones con símbolos 
y fórmulas, tales como utilizar va- 
riables, resolver ecuaciones y rea- 
lizar cálculos. También conlleva la 
habilidad para tratar con expre- 
siones y afirmaciones complejas y 
con lenguaje simbólico o formal 
inusual, y realizar traducciones en- 
tre este lenguaje y el natural. 
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Podemos utilizar esta tabla 14.1 para dise- 
far tareas que incentiven y evalúen una o varias 
competencias específicas, según distintos nive- 
les. Por ejemplo, el profesor propone tareas re- 
lativas a la competencia de comunicar y argu- 
mentar, cuando pide por escrito a sus alumnos 
que respondan a las siguientes cuestiones, que 
se han diseñado considerando los indicadores 
de la tabla anterior. 


l. Explica la diferencia entre cuadrado y 
rombo. 

2. Describe a un compañero, en una con- 
versación telefónica, el procedimiento 
que muestra la figura para hallar el área 
de un rombo en relación al área del rec- 
tángulo formado por sus diagonales (fi- 
gura 14.1). 

3. Explica los argumentos utilizados en 
esta conversación: 


e He inventado una nueva fórmula para 
calcular el área del cuadrado. Un cua- 
drado es un rombo con todos sus ángu- 
los iguales. Por tanto, se puede aplicar 
la fórmula del área del rombo como la 
mitad del producto de sus diagonales. 


Figura 14.1.—Rombo inscrito en un rectángulo. 
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Como en el cuadrado las dos diagona- 
les son iguales, obtenemos que el área 
de un cuadrado es la mitad del cuadra- 
do de su diagonal. 

e Claro. No es nada nuevo. Estás dicien- 
do que el área del cuadrado es la mitad 
del área del cuadrado que tiene por 
lado su diagonal. Y yo eso lo veo cla- 
ramente con un dibujo... 


Utiliza la tabla anterior y diseña tres ta- 
reas distintas según los tres grados de dificultad 
para una o varias competencias, sobre un conte- 
nido de geometría de Secundaria. 


1.2. Complejidad según criterios 
empíricos 


Los resultados del estudio PISA permiten 
ampliar con datos empíricos la consideración 
teórica inicial sobre complejidad de las tareas. 
La dificultad que han manifestado los estu- 
diantes para cada una de las competencias bá- 
sicas consideradas ha permitido caracterizar 
nuevos indicadores, que delimitan y definen 
niveles de complejidad más precisos, los cuales, 
al mismo tiempo, se caracterizan de manera 
más directa, como se resume en la siguiente 
tabla 14.2. 

Por ejemplo, en la tabla 14.2 se observa 
que para la competencia de comunicar, utili- 
zada en el tercer ejemplo anterior, la dificultad 
mostrada por los alumnos aumenta conforme 
se solicita que comuniquen sus conclusiones 
con mayor precisión y den explicaciones sobre 
relaciones más complejas. Tiene interés que el 
profesor utilice los indicadores que describen 
la complejidad en un nivel y no se centre en 
la simple acumulación de tareas por compe- 
tencia. 
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TABLA 14.2 


Niveles empíricos de complejidad para las competencias básicas de PISA 


Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5 Nivel 6 
Pensar y razonar (PR) 
Responder a Responder a Responder a Formar y 
cuestiones en cuestiones en cuestiones relacionar 
contextos muy contextos poco complejas en conceptos 
conocidos familiares multitud de 
contextos 
Argumentar y justificar (AJ) 

Elaborar Formular los Elaborar 
argumentos razonamientos argumentos 
basados en desarrollados desde su 
sus acciones reflexión 

Comunicar (C) 
Describir Realizar Comunicar 
resultados explicaciones conclusiones 
obtenidos sencillas con precisión 
Modelizar (M) 
Usar modelos | Desarrollar y 
explícitos en usar modelos 
situaciones en múltiples 
concretas situaciones 
Resolver problemas (RP) 

Resolver Seleccionar y Seleccionar, Generalizar 
problemas con aplicar comparar y resultados de 
datos sencillos estrateglas evaluar problemas 

sencillas estrategias 
Representar (R) 

Leer datos Usar un único Conocer y Vincular Relacionar y 
directamente tipo de usar diferentes diferentes traducir con 
de tablas representación sistemas de sistemas de fluidez 

o figuras representación | representación, diferentes SR 

incluyendo el 

simbólico 
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TABLA 14.2 


Nivel 2 Nivel 3 
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continuación) 


Nivel 4 Nivel 5 


Uso del lenguaje simbólico y de las operaciones (LS) 


Usar 
algoritmos y 
fórmulas 
elementales 


Realizar Aplicar 
procedimientos 
descritos con 


claridad 


Operaciones 
básicas 


Redacta ejemplos de tareas que co- 
rrespondan a los indicadores del nivel de dificul- 
tad para una o varias competencias, según indica 
la tabla 14.2. 


1.3. Complejidad según formato 
de presentación 


Otro factor práctico que influye en la com- 
plejidad de la tarea es su presentación o formu- 
lación, ya que el profesor puede modificar uno 
o varios de sus términos para que su redacción 
se adapte a diferentes niveles: 


e La forma de redacción de la tarea: tipo de 
oraciones, vocabulario empleado, tiempos 
verbales para indicar la actividad deman- 
dada, etc. 

+ El formato de las preguntas: de elección 
múltiple, de respuesta cerrada, de respues- 
ta abierta, etc. 

e El encuadre de la tarea en situaciones más 
o menos motivadoras y auténticas. 

e Las representaciones que se utilizan como 
apoyo, las cuales requieren decodificar la 
información para extraerla. 


Por ejemplo, pedir a los alumnos que mi- 
dan «la altura de un triángulo rectángulo apo- 
yado en uno de sus catetos conocido uno de sus 
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Dominar con 
rigor el 
lenguaje 

simbólico 


Representar 
situaciones 
reales 
mediante 
símbolos 


ángulos agudos» puede resultar menos motiva- 
dor y comprensible que calcular la «altura del 
árbol más alto del patio utilizando un metro y 
un teodolito casero», aunque los datos sean co- 
nocidos y no influya el proceso de medida. El 
hecho de completar el enunciado con un dibu- 
jo concreto en el que aparezca la incógnita y 
los datos puede ser un elemento que disminu- 
ya la dificultad. De igual modo, el enunciado 
«halla x en el siguiente dibujo» no entraña la 
misma dificultad que «calcula la altura del si- 
guiente triángulo», que requiere conocer el 
concepto de altura. 


Identifica distintas tareas de un mismo 
libro de texto que se diferencien según las consi- 
deraciones anteriores. Propón su modificación 
utilizando los criterios indicados para aumentar o 
disminuir la complejidad. 


En el análisis de contenido del capítulo 4 se 
establecieron unos criterios relacionados con la 
complejidad. La distinción entre hechos y con- 
ceptos, entre destrezas y razonamientos o entre 
distintos sistemas de representación aportan al 
profesor orientaciones para analizar la comple- 
jidad de una tarea. La consideración de las limi- 
taciones en el análisis cognitivo también aporta 
criterios para diseñar tareas que se correspon- 
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dan con la dificultad prevista. Por tanto, los dis- 
tintos tipos de análisis didáctico previos propor- 
cionan diferentes criterios para establecer la 
complejidad de una tarea, según las capacidades 
que se activan en su resolución. Así: 


e El tipo y grado de interpretación y refle- 
xión requeridos para comprender la tarea. 

e El contexto a que responde y la situación 
en que se presenta. A diferencia de las si- 
tuaciones, como se indicó en el capítulo 7, 
los contextos subrayan los conceptos y 
estructuras que atienden a distintas nece- 
sidades y cumplen determinadas funcio- 
nes cognitivas. 

e Los tipos de contenidos necesarios para 
interpretar el problema. 

e La complejidad del razonamiento reque- 
rido para detectar un planteamiento o 
una «idea feliz». 

e El tipo y nivel de destrezas matemáticas 
requeridas en la solución: problemas de 
uno o varios pasos; procedimientos sim- 
ples/estrategias complejas; fases de la mo- 
delización. 


Por ejemplo, los «problemas de ingenio, adi- 
vinanzas, enigmas o de lógica» suelen ser atrac- 
tivos para los alumnos, a pesar de su dificultad 
y del desconocimiento de la explicación. Per- 
miten diferentes grados de complejidad al ana- 
lizar los contenidos matemáticos a los que se 
refieren y las destrezas requeridas en su solu- 
ción para ir más allá de la anécdota presentada 
(figura 14.2). 

La explicación de la paradoja puede presen- 
tarse secuenciando tareas de dificultad creciente. 
El alumno debe percibir la situación problemá- 
tica planteada. Inicialmente puede proponerse 
un debate sobre esta afirmación: «dos figuras 
construidas con las mismas piezas no tienen 
igual área». Si es verdadera, el truco mostrado 


¿De dónde viene este agujero? 


Figura 14.2.—Paradoja del triángulo de Curry. 


sería un contraejemplo. ¿Es falsa, o esto no es 
un contraejemplo? 


1. La construcción de las piezas y la clasi- 
ficación de los triángulos obtenidos pue- 
den sugerir al alumno una primera idea 
de la explicación de la paradoja. 

2. En el estudio de las tangentes de los án- 
gulos o las pendientes de las hipotenu- 
sas, tanto del triángulo completo como 
de los pequeños obtenidos en la disec- 
ción, se perciben datos importantes para 
la argumentación. 

3. Asociar la longitud de los lados de los 
triángulos con la sucesión de Fibonacci 
exige una mayor comprensión de las 
propiedades de esta serie y su relación 
con las áreas. 

4. Investigar paradojas similares o inventar 
su propia construcción requiere para el 
alumno un mayor grado de complejidad. 


© Ediciones Pirámide 


Selecciona algún problema de ingenio 
de un libro de matemática recreativa. Analiza si 
existe alguna «idea feliz» y los contenidos mate- 
máticos necesarios para su resolución. 


En el análisis de instrucción, la selección de 
las tareas adecuadas es un aspecto fundamental 
del trabajo del profesor dirigido a la creación de 
oportunidades efectivas de aprendizaje para los 
alumnos. Esta riqueza de componentes y ele- 
mentos que determinan la complejidad hacen 
que el papel del profesor sea clave en la selección 
de tareas teniendo en cuenta las características 
de cada uno de sus alumnos, sus capacidades e 
intereses y sus propias experiencias en trabajos 
anteriores del aula. 

Encontrar el grado de complejidad adecuado 
para cada alumno no es fácil. Por un lado, como 
dijo Pólya, es necesario proponer problemas a 
los alumnos para que éstos puedan sentirse re- 
tados en sus capacidades matemáticas, y así ex- 
perimentar el gusto por el descubrimiento. Pero, 
por otro lado, si las tareas propuestas resultan 
demasiado difíciles pueden desistir. Para encon- 
trar una posición de equilibrio vamos a analizar 
la estructura de la tarea, distinguiendo entre ejer- 
cicios, problemas, proyectos e investigaciones. 


2. DIMENSIONES DE LAS TAREAS. 
EJERCICIOS Y PROBLEMAS 


El término problema se ha utilizado en la 
clase de matemáticas con un sentido muy gene- 
ral, considerándolo incluso sinónimo de otros 
términos como ejercicio o tarea. Pensemos en 
el siguiente «problema»: 


En mi bolsillo tengo monedas de 50 céntimos, 
20 céntimos y 10 céntimos. Si saco tres monedas, 
¿cuánto dinero tengo? 
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Algunos estudiantes encontrarán esta tarea 
compleja y, al resolverla, no la completarán. 
Para otros la tarea resulta enormemente senci- 
lla. Lo que para unos estudiantes consiste en 
un problema otros lo tomarán como un sencillo 
ejercicio. Vamos a precisar estos términos. Ha- 
blamos de problema cuando la tarea supone un 
reto, ya que su método de resolución no se co- 
noce de antemano. Cuando se conoce se trata 
de un ejercicio. 

La resolución de un problema siempre com- 
porta un determinado grado de dificultad. El 
profesor debe ajustar el grado de dificultad de 
su propuesta a los estudiantes con los que tra- 
baja, porque si resulta demasiado difícil puede 
hacer que el alumno desista rápidamente. Por 
el contrario, si se trata de una cuestión que se 
puede resolver fácilmente, entonces no será un 
problema sino un ejercicio y no proporcionará 
un estímulo. 

La estructura de una tarea varía entre las op- 
ciones de pregunta abierta o pregunta cerrada. 
Una tarea cerrada es aquella en la que se expre- 
sa con claridad lo que se da y lo que se pide, y 
una tarea abierta es aquella que comporta un 
grado de indeterminación significativo en lo que 
se da, lo que se pide, o en ambos términos. La 
siguiente tarea no incluye todos los datos, por lo 
que el alumno se ve obligado a pensar los datos 
que necesita, buscarlos o plantear hipótesis. En 
ese sentido decimos que la tarea es abierta. 


En un dia, los coches que circulan por carriles 
sin pavimentar levantan hasta 81.000 toneladas 
de polvo. Verifica la siguiente afirmación: Con 
todo ese polvo habría bastante para cubrir un 
campo de fútbol con una capa de unos 15 metros. 


Si cruzamos las dos dimensiones que acaba- 
mos de exponer, la dificultad y la estructura, se 
obtiene el siguiente gráfico con cuatro cuadran- 
tes (figura 14.3) 
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Accesible 
A 


Ejercicio Proyecto 


Cerrada «< > Abierta 


Problema 


Investigación 


v 
Dificil 


Figura 14.3.—Clasificación de Ponte. 


El diagrama permite clasificar las tareas en 
cuatro modalidades: 


e Ejercicio, que propone una tarea cerrada 
y accesible. 

e Problema, que es una tarea también cerra- 
da, pero que entraña una dificultad elevada. 

e Proyecto, que enuncia una tarea abierta y 
accesible para el alumno. 

e Investigación, tarea que entraña un grado 
de dificultad elevado pero que es abierta. 


El primer cuadrante corresponde a las tareas 
relativamente abiertas y accesibles al estudiante, 
a las que llamaremos tareas de exploración (pro- 
yectos). En realidad, no todas las tareas abiertas 
comportan un grado de dificultad elevado. Así, 
la diferencia entre las tareas de exploración y de 
investigación está en su grado de dificultad. La 
siguiente tarea puede servirnos de ejemplo: 


Las sumas 243 + 675 = 918; 318 + 654 = 972 
y 154 + 782 = 936 contienen todos los digitos del 
1 al 9. Descubre nuevas sumas con esta propiedad. 


Vamos a ejemplificar cada uno de los casos 
anteriores utilizando como referencia esta no- 
ticia publicada en un diario local: 


El equipo de Gobierno ha invertido ya más 
de un millón de euros en camiones y otros ve- 
hículos de limpieza, papeleras y diverso mobi- 
liario urbano para mejorar el servicio de limpie- 
za de la ciudad, cumpliendo así el compromiso 
adquirido con los sanluqueños (...) 

La mayoría de los camiones con los que se 
lleva a cabo tienen más de 15 años, y retiran 
aproximadamente más de 2.000.000 kg/mes de 
residuos, lo que supone que a causa de la anti- 
gúedad de los vehículos se produjesen numero- 
sas averías y el servicio que se prestase no fuese 
el deseado (...). 

Además, la Delegación de Infraestructuras 
ha adquirido papeleras y mobiliario por impor- 
te de 335.372 €, que se desglosan de la siguien- 
te forma: 


e 


Papeleras por importe de 52.000 €, que ya 
han sido colocadas en diversos puntos de 
la ciudad. 

Contenedores por importe de 90.000 €. 
Papeleras de fundición para el centro de 
la ciudad por importe de 3.000 €, que ya 
han sido colocadas. 

Mobiliario urbano moderno por importe 
de 75.000 €, subvencionados en un 90% 
por la Consejería de Presidencia, y que 
incluyen 200 papeleras, 20 papeleras para 
perros, 15 bancos y 10 gusibancos (...). 
Se van a adquirir contenedores por impor- 
te total de 135.372 € (100 contenedores de 
carga lateral de 3.200 litros con un impor- 
te de 104.400 €, y 150 nuevos contenedores 
de carga trasera de 800 litros, por importe 
de 30.972 €, para este año 2010). 


e 


e 


e 


e 


Utilizaremos el contenido de Programación 
lineal para ilustrar cómo una misma tarea pue- 
de enriquecerse desde un ejercicio hasta una 
investigación. 
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El profesor, tras la lectura individual de la 
noticia, propone a los estudiantes estas cues- 
tiones: 


l. (Ejercicio). ¿Pertenece el punto (100, 
150) a la región del plano determinada 
por las siguientes inecuaciones? 


3.200x + 800y > 440.000 


x + y2 250 


2. (Problema). Un ayuntamiento se plan- 
tea comprar contenedores para la reco- 
gida de basura. Hay dos tipos: a) los de 
carga lateral, que tienen una capacidad 
de 3.200 litros y que valen 1.044 € cada 
uno, y b) los de carga trasera, con capa- 
cidad para 800 litros y cuyo precio es 
206,48 €. Para la recogida de la basura 
se necesitan al menos 250 contenedo- 
res. Hay que recoger cada noche 440.000 
litros de basura. ¿Cuántos compramos 
de cada uno para que el gasto sea mi- 
nimo? 

3. (Proyecto). Relaciona el problema an- 
terior con los datos extraídos de la no- 
ticia. ¿Se ajusta al presupuesto? Plantea 
y resuelve diferentes problemas de pro- 
gramación lineal utilizando los datos 
que aparecen en la noticia. ¿Cómo afec- 
ta en la resolución de estos problemas 
que cambien los datos iniciales? 

4. (Investigación). A partir de los datos de 
la noticia, ¿cuál puede ser el criterio 
para comprar un número concreto de 
contenedores? ¿Qué variables conside- 
ras que hay que tener en cuenta para la 
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compra de un nuevo camión de basura 
en un ayuntamiento? Realiza un infor- 
me en el que analices si los protagonis- 
tas de la noticia han hecho una buena 
compra. 


Para abordar esta última tarea, el alumno 
debe organizar mucha información y puede que 
maneje demasiadas variables que pueden estar 
relacionadas. Además, tendrá que tomar deci- 
siones para abordar el tratamiento matemático 
del problema real: ¿Qué variables son las prin- 
cipales y cuáles podemos descartar? ¿Cuándo 
podemos sustituir un valor exacto por un apro- 
ximado? ¿Cuál es realmente nuestra función 
objetivo? 


Ubica de manera justificada las cuatro 
cuestiones anteriores en los cuadrantes de la fi- 
gura 14.3. Plantea ejercicios, problemas, proyec- 
tos e investigaciones relativos a un mismo conte- 
nido matemático, distinto del ejemplificado. 


A continuación vamos a profundizar en las 
tareas de modelización, que, además de presen- 
tar contextos funcionales, admiten distintos ni- 
veles de complejidad y permiten diseñar tareas 
que van desde las investigaciones hasta los ejer- 
cicios. 


3. MODELIZACIÓN 


Tras la lectura de la noticia del punto ante- 
rior el profesor plantea a sus alumnos el reto 
de gestionar la recogida de residuos de una 
ciudad. 

En una primera lluvia de ideas surgen mu- 
chas preguntas: ¿Cuántos camiones y cuántos 
empleados necesito? ¿Cuántos contenedores 
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hay que recoger cada día? ¿A qué distancia está 
el vertedero? ¿Se recoge todos los días la misma 
basura? 

El profesor organiza las respuestas de los 
alumnos y profundiza en detalle en cada una 
de las cuestiones, planteando a los alumnos de- 
terminar qué relaciones existen entre ellas y qué 
datos podemos utilizar para encontrar las res- 
puestas. 

Por ejemplo, una manera aproximada de 
contestar a la pregunta de cuánta basura tengo 
que recoger es contabilizar el número de conte- 
nedores de basura que hay, lo cual está relacio- 
nado con la pregunta de cuántos camiones ne- 
cesito. 

Vuelven a surgir nuevas preguntas. ¿Cuántos 
contenedores caben en un camión? ¿Cuántas ve- 
ces puede ir y volver un camión al vertedero en 
el período de recogida? ¿Cuántos empleados 
necesitamos? ¿Es posible optimizar el proceso 
de colocación de los contenedores? ¿Fijamos un 
punto intermedio de recogida? 

El profesor redirige el debate para ubicarlo 
en la unidad didáctica de programación en la 
que está trabajando, planteándoles que tengan 
en cuenta lo más importante de un problema 
de optimización: ¿Qué criterio es el que quiero 
optimizar: el tiempo de recogida, el gasto de 
compra o la distancia entre contenedores? 

Se recogen nuevas variables que afectan al 
problema: el sentido de conducción de las ca- 
lles, los días de descanso del servicio de re- 
cogida, el precio de la gasolina, la ubicación 
de un contenedor en un sitio específico de la 
calle, etc. 

Para abordar el problema es necesario bus- 
car un proceso de matematización que traduzca 
el problema a lenguaje matemático, permita su 
modelización para encontrar las respuestas a las 
múltiples preguntas y, finalmente, resuelva el 
problema planteado. Veamos en qué consiste 
ese proceso. 


3.1. Modelizar y matematizar 


Comencemos con una concisa definición de 
los términos básicos que envuelven el concepto 
«modelización». Aplicamos las matemáticas 
cada vez que se utilizan con algún propósito en 
un dominio del mundo extramatemático, por 
ejemplo para comprenderlo mejor, para inves- 
tigar cuestiones, para explicar fenómenos, para 
resolver problemas, etc. 

El mundo extra-matemático puede ser otra 
materia o disciplina, un área de prácticas, una 
esfera de la vida privada o pública, etc. En cual- 
quier aplicación de las matemáticas se utiliza 
un modelo matemático de manera explícita o 
implícita. Un modelo matemático consta del 
dominio de interés extramatemático, D, de al- 
gún dominio matemático, M, y una aplicación 
desde el mundo extramatemático al dominio 
matemático. 

Se identifican y seleccionan los objetos, re- 
laciones, fenómenos, conjeturas, cuestiones, 
etc., más relevantes en D para el propósito y la 
situación. Luego son traducidos a conceptos, 
relaciones, fenómenos, conjeturas, cuestiones, 
etc., pertenecientes a M. Este proceso lo llama- 
mos formular. 

Dentro de M se realizan deliberaciones ma- 
temáticas, manipulaciones e inferencias, proce- 
so al que denominaremos aplicar. 

Los resultados se vuelven a D y se inter- 
pretan y evalúan como conclusiones concer- 
nientes a ese dominio. Esto es lo que se llama 
ciclo de modelización y puede ser iterado va- 
rias veces basándose en la validación y eva- 
luación del modelo en relación con el domi- 
nio, hasta que las conclusiones resultantes 
concernientes a D sean satisfactorias en rela- 
ción con el propósito de la construcción del 
modelo. El término modelización se refiere al 
proceso completo y a todo lo que le envuelve 
(figura 14.4). 
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META Identifica cada una de las fases de mo- 
delización en la situación antes descrita sobre 
gestión de residuos. 


El esquema de la figura 14.4 muestra, como 
caso particular, el modo de hacer matemáticas 
en situaciones cotidianas, por lo que se le co- 
noce también como matematizar. Las actuacio- 
nes que se llevan a cabo en las acciones del pro- 
ceso de matematización se reflejan la tabla 14.3 
siguiente. 


Evaluar Formular 


Dominio extra- 
matemático (D) 


Dominio 
matemático (M) 


Resultados 
matemáticos Aplicar 


Figura 14.4.—Fases en la modelización. 


Resultados en D 


Interpretar 


Ws: Identifica las acciones anteriores en la 
situación planteada en la matematización del pro- 
blema sobre gestión de la recogida de residuos. 


3.2. Modelización y resolución 
de problemas 


La resolución de problemas en la enseñanza 
de las matemáticas escolares se ha venido tra- 
bajando, fundamentalmente, desde las siguien- 
tes perspectivas: 


e Enseñar para la resolución de problemas. 
La finalidad del aprendizaje matemático 
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TABLA 14.3 


Acciones de modelización según fases 


Fases Acciones 


Identificar las matemáticas rele- 
vantes respecto al problema. 
Representar el problema de 
modo diferente. 

Comprender la relación entre los 
lenguajes natural, simbólico y 
formal. 

Encontrar regularidades, rela- 
ciones y patrones. 

Reconocer isomorfismos con 
otros problemas ya conocidos. 
Traducir el problema a un mo- 
delo matemático. 

Utilizar herramientas y recursos 
adecuados. 


Formular 


Aplicar y 
responder 


Utilizar diferentes representa- 
ciones. 

Usar el lenguaje simbólico, for- 
mal y técnico y sus operaciones. 
Refinar y ajustar los modelos 
matemáticos; combinar e inte- 
grar modelos. 

Argumentar. 

Generalizar. 


Interpretar 
y evaluar 


Entender la extensión y límites 
de los conceptos matemáticos. 
Reflexionar sobre los argumen- 
tos matemáticos y explicar y jus- 
tificar los resultados. 
Comunicar el proceso y la so- 
lución. 

Criticar el modelo y sus límites. 


escolar es aplicar el conocimiento en la re- 
solución de problemas. La enseñanza se 
planifica de manera que se seleccione una 
secuencia de problemas de diferente nivel 
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de complejidad para que el estudiante apli- 
que el conocimiento que va adquiriendo. 

e Enseñar sobre la resolución de problemas. 
El profesor instruye en un modelo deter- 
minado de resolución de problemas. 

e Enseñar a través de la resolución de pro- 
blemas. La resolución de problemas es un 
método de enseñanza. La instrucción se 
organiza seleccionando problemas que 
permiten a los estudiantes reorganizar sus 
conocimientos y promover nuevos apren- 
dizajes desde los conceptos y los procedi- 
mientos. 


En cualquiera de esas perspectivas, la mode- 
lización aporta un nivel de complejidad elevado, 
para que el estudiante aplique su conocimiento 
y surjan nuevos aprendizajes. Las acciones del 
proceso de matematización aportan estrategias 
para la resolución de problemas. El enfoque 
funcional, que presenta al alumno situaciones 
problemáticas auténticas, atribuye a los proble- 
mas de modelización un papel relevante frente 
a otros tipos más usuales en las propuestas cu- 
rriculares: 


e Problemas verbales: los problemas verba- 
les han estado presentes en los libros de 
texto desde los documentos más antiguos 
que se conservan. Este hecho, unido a que 
están expresados verbalmente, ha propi- 
ciado que se interpreten como aplicacio- 
nes de las matemáticas. Los problemas 
verbales son, realmente, problemas mate- 
máticos expresados mediante palabras, 
que toman sentido en una parte del mun- 
do real. Matematizar significa, en este 
tipo de tareas, «desvelar» el problema. En 
el mejor de los casos, estas tareas permi- 
ten focalizar la actividad dentro de los es- 
tados de solución e interpretación del ci- 
clo de modelización. 


e Aplicaciones estándar: estas tareas son pro- 
blemas de encontrar, como en el caso de 
localizar la finca de mayor área de acuerdo 
a ciertas condiciones. Las aplicaciones es- 
tándar se caracterizan porque el modelo 
apropiado es conocido, está a mano. Estos 
problemas pueden resolverse sin estar con- 
dicionados por la situación en que se plan- 
tea el problema. 

e Problemas de modelización: un problema 
típico de modelización sería: «Decide la 
mejor localización para badenes, de ma- 
nera que disminuya la velocidad del tráfi- 
co en las calles que rodean el instituto». 
En este ejemplo hay que especificar prime- 
ro la cuestión, y luego formular un mode- 
lo matemático, resolverlo e interpretarlo. 
Finalmente, la solución tiene que ser eva- 
luada, tanto matemáticamente como en su 
contexto, seguido de recomendaciones ar- 
gumentadas en términos de la modeliza- 
ción realizada. Es decir, este tipo de pro- 
blemas completan el ciclo de modelización. 


INAH Busca en los libros de texto enunciados 
de problemas según cada uno de los tipos ante- 
riores. 


La siguiente cuestión es un ejemplo de tarea 
de modelización: 


Un coche que circula a 60 km/h se dispone 
adelantar a otro coche que circula a 50 kmlh. 
Cuando los coches están a la misma altura uno 
de otro, una chica aparece unos metros más ade- 
lante. Los conductores reaccionan de la misma 
manera y los coches tienen frenos de igual cali- 
dad. El coche que circulaba a 50 kmth para justo 
a la altura de la chica, mientras el coche que 
circulaba a 60 kmth golpea a la chica a una ve- 
locidad de 44 kmlh. Siete de cada diez peatones 
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mueren en un accidente como éste. ¿Puede ser 
cierta esta descripción? 


INEA Resuelve la tarea anterior e identifica 
cada una de las fases de su modelización. 


relacionado con la recogida de residuos. 


El profesor puede detenerse en cada una de 
las fases del proceso de matematizar y, de este 
modo, formular indicadores que ayuden a des- 
cribir hasta qué punto un estudiante alcanza 
aspectos parciales de la modelización. 

A continuación se enuncian, a modo de 
ejemplo, expectativas que el profesor puede 
considerar cuando un alumno trabaja un pro- 
blema de matematización en la fase de formular 
para comprender la situación y obtener un mo- 
delo que estructure la información: 


e Hacer suposiciones sobre el problema y 
simplificar la situación. 

e Reconocer las cantidades que influyen en 
la situación. Obtener sus valores e identi- 
ficar las variables clave. 

e Construir relaciones entre las variables. 
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e Buscar la información disponible y dife- 
renciar entre información relevante e irre- 
levante. 


Identifica las expectativas anteriores 
en el problema de la recogida de residuos. 


Determina expectativas para las fases 
de aplicar, interpretar y evaluar en el problema de 
la recogida de residuos. 


Esta subdivisión en indicadores más preci- 
sos ayuda a clasificar las tareas presentadas a 
los alumnos según la capacidad cognitiva que 
intervenga en cada fase. De otro modo, elabo- 
rar un problema redactado de forma cerrada y 
en el que todos los datos estén formulados con 
precisión no ayuda a «hacer suposiciones sobre 
el problema y simplificar la situación». De la 
misma manera, enunciar solamente problemas 
en los que todos sus datos son necesarios no 
favorece el «descartar datos irrelevantes». 

Asimismo, la elaboración de estos indicado- 
res nos permitirá tener una visión más global 
de las lagunas previsibles que pudieran quedar 
en los estudiantes, por la ausencia de activida- 
des que estimulen capacidades olvidadas. 


Materiales y recursos en el aula 


PABLO FLORES MARTÍNEZ 


INTRODUCCIÓN 


El análisis de instrucción estudia la organización 
y los medios con los que el profesor planifica su 
enseñanza para lograr los aprendizajes escolares 
deseados. Tal como este bloque de temas estable- 
ce, la instrucción se articula por medio de secuen- 
cias de tareas matemáticas escolares, que el pro- 
fesor dispone en sesiones y ordena en clases. Las 
tareas exploran en los significados seleccionados 
y se diseñan según las expectativas elegidas en 
los análisis previos. Materiales y recursos didácti- 
cos son parte de los organizadores curriculares 
con que se planifica la instrucción en el aula, que 
aportan componentes y criterios para el análisis de 
instrucción. Medios, características, tipos y usos 
son contenidos didácticos cuyo dominio por el pro- 
fesor en cada tema matemático escolar identifica 
su competencia profesional. 


1. MATERIALES Y RECURSOS 
PARA LA ENSEÑANZA 
DE LAS MATEMATICAS 


Para aprender las matemáticas escolares no 
basta con memorizar una serie de destrezas, 
pues también hay que actuar mediante ellas en 
situaciones problemáticas que las requieran. 
Para que el aprendizaje de los conceptos ma- 
temáticos escolares tenga sentido, el profesor 
tiene que lograr que los estudiantes vinculen 
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En este capítulo examinamos los materiales y 
recursos didácticos para la enseñanza de las ma- 
temáticas. Comenzamos por justificar el interés de 
su empleo y qué entendemos por ellos. A continua- 
ción hacemos unas consideraciones sobre el tipo 
de materiales a partir de diversos criterios, que 
permitan al profesor organizarlos y seleccionar 
aquellos adecuados a sus intenciones educativas. 
Relacionar los materiales con el análisis didáctico 
es objeto del tercer apartado, en el que apreciamos 
cómo tener en cuenta los análisis de contenido, 
cognitivo y, por supuesto, de instrucción, para exa- 
minar qué materiales se requieren y decidir cuáles 
son más adecuados en cada caso. Terminamos 
valorando los materiales y recursos como conteni- 
dos didácticos que contribuyen a la competencia 
profesional del profesor de matemáticas. 


las contenidos abstractos con objetos y accio- 
nes que los concreten y correspondan. El 
aprendizaje es eficaz cuando el aprendiz lo 
construye sobre experiencias propias que apor- 
tan sentido a los conceptos. Si los escolares 
disponen de un amplio conjunto de experien- 
cias, podrán establecer con facilidad los senti- 
dos de un contenido. Por esta razón, el profe- 
sor debe proporcionar experiencias prácticas 
para construir y madurar sobre ellas nuevos 
conocimientos. 
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Una propuesta procedimental del aprendi- 
zaje emplea la secuencia: 


Retener — Identificar (cuándo hay que aplicar) 


— Reproducir 


Una orientación constructivista del apren- 
dizaje postula que el estudiante actúe y piense, 
realizando actividades que le faciliten una más 
amplia secuencia de conductas: 


Hacer — Verbalizar — Organizar — Retener — 


Identificar las condiciones — Recuperar 


Las experiencias proporcionan sentido a un 
concepto y contribuyen a su aprendizaje signifi- 
cativo. Asociar problemas y conceptos requiere 
que el alumno cuente con experiencias, para lo 
cual es necesario que éste haga y actúe. Así suce- 
de con las experiencias elementales, que consisten 
en repetir oralmente términos relacionados; tam- 
bién ocurre con las más complejas, que radican 
en solventar problemas, identificar qué concep- 
tos hay que utilizar y aplicarlos para su solución. 

Para facilitar que los alumnos hagan y ac- 
túen, se seleccionan o diseñan distintos instru- 
mentos o medios. Unos son específicos, como 
los programas informáticos didácticos, por ejem- 
plo el Cabri Géométre. Otros son artefactos 
empleados en algún momento histórico, como 
la regla de cálculo, hoy en desuso, que se puede 
emplear para enseñanza de la aritmética. Algu- 
nos se han adaptado de los que se utilizan en 
otras áreas, como el ábaco, que aún se utiliza 
en cálculo, o la esfera terrestre en Geografía. 
Llamamos materiales y recursos a estos medios, 
útiles para la enseñanza de las matemáticas. 

Se suelen diferenciar los materiales no dise- 
ñados especificamente para el aprendizaje (re- 
cursos) de aquellos otros diseñados con fines 


educativos (materiales didácticos). Son recursos 
la tiza, el encerado, el cuaderno del alumno, la 
calculadora, la prensa, el ábaco, etc. Medios es- 
pecificos son los videos educativos, applets y 
programas de ordenador especificos, como Ca- 
bri Géométre, Geogebra, los geoplanos y mu- 
chos otros. Los materiales y recursos permiten 
al profesor plantear problemas reales o auténti- 
cos, es decir, basados en acciones sobre los ob- 
jetos o relaciones entre ellos, en los que se ponen 
en juego los conceptos que se pretende enseñar 
mediante un modelo o situación familiar, como 
es el caso de construir el polígono de mayor pe- 
rimetro con el tangram. Además, proporcionan 
soporte para que el alumno actúe de manera 
práctica para resolver esos problemas. 


Figura 15.1.—El tangram. 


Haz una lista con recursos y materiales 
que conozcas para la enseñanza de las matemá- 
ticas. Haz una búsqueda informática por páginas 
de enseñanza de las matemáticas y busca nue- 
vos materiales y recursos. 
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1.1. Un ejemplo: concepto de polígono, 
empleando el tangram 


El tangram es un puzle que tiene una fun- 
ción lúdica; también es un recurso didáctico 
para la enseñanza de las matemáticas. Se trata 
de siete piezas que se obtienen mediante la di- 
visión de un cuadrado (figura 15.1), con seg- 
mentos rectilíneos que unen vértices o puntos 
medios de segmentos del cuadrado. Con todas 
las piezas, o parte de ellas, se pueden formar 
polígonos muy diversos. 
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En la enseñanza de las definiciones en geo- 
metría suele ocurrir que los estudiantes inter- 
preten «definir una figura» como «repetir el 
enunciado de la definición que aparece en el li- 
bro». Iniciar la capacidad de los estudiantes 
para definir resulta complejo; requiere que com- 
prendan el papel de las definiciones en geome- 
tría. Para encarar este objetivo concreto (com- 
prender el papel de la definición de polígono) 
proponemos la tarea matemática escolar Polí- 
gono de mayor número de lados con un tangram 
(tabla 15.1). 


TABLA 15.1 
Tarea: Poligono de mayor número de lados con tangram 
1. Introducción: repartir los tangram de manera que los estudiantes tengan uno cada uno o por parejas: 


«Construir un cuadrado empleando todas las piezas». Si no lo logran, proyectar una solución en un 
retroproyector. 


. Familiarización con el material y construcción de polígonos: «Construir diversos polígonos convexos: 
rectángulo, trapecio isósceles, paralelogramo y triángulo rectángulo». Advertir que se forman con 
sólo mover dos piezas del cuadrado. Cuando algún estudiante lo construye, el profesor le pide que dé 
pistas orales a sus compañeros o que lo reproduzca en el retroproyector. 


. «Construcción del polígono de mayor número de lados empleando el tangram»: 


a) Resolución individual por los estudiantes. El profesor revisa los resultados y canta en voz alta el 
número de lados obtenidos. Al aparecer algún polígono cóncavo, su autor lo reproduce en el re- 
troproyector. Cuando empiecen a manifestar dudas sobre si son adecuadas las respuestas, el pro- 
fesor pide que expongan sus argumentos a favor y en contra. Termina esta fase cuando se aprecia 
que los polígonos cóncavos construidos tienen más lados que los convexos, aunque no se llegue a 


un acuerdo sobre qué es un polígono o si es aceptable una figura formada por segmentos que se 
cortan en puntos interiores. 

«Definiciones de polígono en diversas fuentes». El profesor selecciona y proyecta alguna definición, 
y los alumnos la buscan en el libro de texto. Aprecian características que aparecen en las definicio- 
nes (figuras planas, formadas por segmentos, cerradas, simples o no simples, según se corten los 
lados, posición del libro frente a los no simples...). Puesta en común general para acordar qué con- 
diciones se van a considerar en la resolución, mostrando que los ejemplos aceptados satisfacen 
estas características. 

«Indagación justificada de cuál es el máximo número de lados que puede tener el polígono cons- 
truido con el tangram». Exposición de algún alumno o pareja sobre las ventajas que encierran 
ciertas colocaciones de las piezas. Plantear como trabajo externo estudiar qué ocurriría si se acep- 
tan polígonos no simples. 

«Redacción por parejas de un breve escrito que resuma cuál es el mayor número de lados que 
puede tener un polígono construido con el tangram y qué características tiene este poligono». 
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INGEA Resuelve las cuestiones matemáticas 
planteadas en la tarea anterior, destacando la in- 
formación relevante para realizar el escrito final. 


1.2. Los medios: el aula como laboratorio 


En la tarea descrita hemos empleado dos 
materiales, el tangram como recurso para 
construir los polígonos y los textos escolares 
para buscar definiciones de polígono. Al 
emplear esos materiales y recursos en la ense- 
ñanza de las matemáticas se altera el modelo 
habitual de clase, dando lugar a nuevas carac- 
terísticas. 

La clase adopta un modo de laboratorio: los 
alumnos actúan para resolver situaciones pro- 
blemáticas, pudiendo moverse, manipular y 
realizar otras acciones dirigidas a resolver las 
cuestiones planteadas. Según las características 
del material empleado, las limitaciones proce- 
den del propio material y de las condiciones del 
grupo clase. 

Manipular el material tiene como intención 
didáctica proporcionar sentido a los conoci- 
mientos matemáticos para facilitar su aprendi- 
zaje. Para ello el material va acompañado de 
unas actividades bien diseñadas, que los alum- 
nos tienen que realizar. 

La enseñanza comienza por la resolución de 
problemas prácticos (no siempre del mundo co- 
tidiano). El manejo práctico de los conceptos 
para resolver estos problemas precede a la de- 
finición y formulación de los conceptos mate- 
máticos. Es por ello que se considera una ense- 
ñanza indirecta, ya que los alumnos actúan sin 
saber qué van a encontrar, aunque sí sepan cuál 
es el objetivo. 

Durante el trabajo con los materiales para 
realizar las actividades los alumnos tienen Jiber- 
tad de actuación. Sólo se corrigen aquellas con- 


ductas que pueden deteriorar el material, que 
molestan a los compañeros o que pueden dis- 
traer la atención. Por tanto, no se evitan los 
errores o caminos indirectos que emprendan. 

Como la actuación se presta a interpreta- 
ción individual, el trabajo se complementa con 
una puesta en común de los resultados obteni- 
dos para que justifiquen, validen y formulen las 
apreciaciones que hayan realizado. 

Un laboratorio de matemáticas es similar a 
otros laboratorios, es decir, resuelve situaciones 
interesantes, empleando medios adecuados y 
fomentando la creatividad. En el laboratorio el 
conocimiento se utiliza cuando se necesita, 
pues lo más importante es el problema que se 
quiere resolver, no los medios que se siguen 
para ello. De esta actividad surge el aprendiza- 
je. Por tanto, en un laboratorio se enseña, sien- 
do esta enseñanza consecuencia de la acción. 
Decimos que se trata de enseñanza indirecta, 
ya que el alumno aprende en el curso de su ac- 
ción y de la resolución de las tareas, sin que 
domine plenamente el curso de su aprendizaje. 

Postulamos que quien aprende es el alumno. 
Pero cada alumno parte de unas premisas pro- 
pias, tiene unos hábitos particulares e interpre- 
ta las instrucciones de modo diferente. Por ello, 
el alumno percibe que las tareas propuestas con 
materiales y recursos están menos condiciona- 
das que cuando tiene que realizar una acción 
por imperativo del profesor, no por propia ini- 
ciativa para responder a un problema que le 
supone un reto. Para dar realce a lo aprendido 
conviene establecer algún tipo de control que 
ayude a compartir el nuevo conocimiento, re- 
quiriendo de los escolares que expresen los lí- 
mites que surgen de su formulación, justifica- 
ción y fundamentación. Por ello las tareas 
deben completarse mediante puestas en común 
para comunicar lo aprendido, argumentarlo y 
darle forma pertinente que favorezca su com- 
prensión. 
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G= Realiza una búsqueda informática so- 
bre páginas web relacionadas con el laboratorio 
de matemáticas. 


2. ANÁLISIS Y CLASIFICACIÓN 
DE LOS MATERIALES 


Aunque su uso no esté tan extendido como 
debiera, hay gran cantidad de recursos y mate- 
riales para la enseñanza de los contenidos ma- 
temáticos que se pueden emplear en la educa- 
ción secundaria; para organizar su amplia 
diversidad, éstos se clasifican según diferentes 
criterios, es decir, por distintos tipos de afinidad 
que los agrupan en clases. 

Entre los criterios para clasificar que pue- 
dan interesar al profesor conviene destacar las 
intenciones educativas que se pretendan, así 
como las cualidades educativas que tengan, 
pero también el contenido matemático que im- 
plican, e incluso el grado de complejidad que 
puedan alcanzar. 


2.1. Criterios de clasificación 


En el cuadro de la figura 15.2 aparecen al- 
gunos criterios para clasificar los materiales, 
agrupados en dos apartados. En primer lugar 
se agrupan por su función (para qué sirve). Se- 
gún la posición que adoptemos, afrontaremos 
unas finalidades u otras. Un criterio usual es el 
bloque de contenidos matemáticos al que se re- 
fiere el material. También interesa estudiar en 
qué nivel educativo es más apropiado. Luego 
conviene distinguir el papel que desempeña en 
la enseñanza, es decir, en qué momento es más 
adecuado, qué actividades reclama de los alum- 
nos y qué aprendizaje provoca. También con- 
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viene señalar cómo es el material, su formato, 
cómo se consigue, etc. 

El principal valor de una clasificación es su 
utilidad para el profesor. Dos de los criterios 
más útiles para el profesor son el contenido ma- 
temático que se puede aprender con un material 
y la amplitud de su campo de utilidad. Puede que 
un mismo material sirva para varios conteni- 
dos, lo cual lo hace más versátil. Un criterio 
importante que debe emplear el profesor para 
decidir qué materiales adquirir es su versatili- 
dad, es decir, la cantidad de utilidades que tie- 
ne. Un ejemplo de material versátil es el tan- 
gram, que se emplea en la enseñanza de la 
geometría, de las fracciones, superficies y me- 
dida de longitudes. 


Identifica características del tangram 
empleando el esquema de la figura 15.2, y reali- 
za una ficha que resuma estas características. 

Localiza un recurso para enseñanza de las 
fracciones y elabora su ficha, describiéndolo y 
haciendo un estudio de sus características. 


Conviene que el profesor disponga de fi- 
chas para cada material en las que describa y 
analice sus cualidades, lo cual será útil para 
decidir cuándo y cómo emplearlo. Así, es po- 
sible discriminar si sirve para introducir un 
concepto (pre-instruccionales), para desarro- 
llarlo y trabajarlo (co-intruccionales) o para 
repasar algo ya tratado (post-instruccionales). 
También conviene estudiar si el material ayuda 
a memorizar algo (programas de ordenador, 
fichas de términos y definiciones), comprender- 
lo y aplicarlo (materiales manipulativos para 
resolver problemas y realizar actividades), o 
ejercitarse en algoritmos (dominós, barajas y 
otros). Parte de estas características dependen 
de las tareas que se puedan diseñar con dichos 
materiales. 
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Amplitud de su utilidad 


Contenido 


Nivel educativo 


Utilidad e 
Momento en que se utiliza 


Tipo de tarea y 
actividad que facilita 


Tipo de aprendizaje 
que promueve 


Soporte 
Formato 


Accesibilidad 


Grado de difusión 


Muy versátiles — Muy específicos. 


Números. 

Álgebra. 

Geometría. 

Funciones. 

Estadística y probabilidad. 


ESO primer ciclo. 
ESO segundo ciclo. 
Bachillerato. 


Pre-instruccional. 
Co-instruccional. 
Post-instruccional. 


Mostrar — observar. 

Proponer — manipular. 
Plantear — resolver problemas. 
Buscar — desarrollar estrategias. 


Memorizacion. 
Comprensión. 

Inferencia. 

Resolución de problemas. 
Aplicación de algoritmo. 
Ejercitación. 


Informático. 
Material rígido: cartón, madera, metal. 
Material flexible: papel, cartulina, plástico. 


Fácil de encontrar en mercado. 
Sólo en comercio específico. 


Muy conocidos y difundidos. 
Muy específicos. 


Figura 15.2.—Criterios para clasificar y caracterizar los materiales y recursos. 


2.2. Materiales para la enseñanza 
de un contenido 


Cuando el profesor va a enseñar un con- 
tenido matemático tiene que reflexionar so- 
bre qué pretende que aprendan sus alumnos, 
es decir, plantearse qué expectativas de apren- 


dizaje quiere lograr respecto a este conteni- 
do. Una vez clarificado este punto, debiera 
conocer qué recursos tiene a su disposición 
para lograr esos objetivos. En la tabla 15.2 se 
nombran algunos materiales y recursos habi- 
tuales para dos bloques de contenido muy di- 
ferentes. 
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Bloque 


TABLA 15.2 
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Algunos materiales para la enseñanza de la geometria y el álgebra 


Materiales 


Actividades 


Geometría 


Geoplano: plantilla para construir formas, 
empleando gomas elásticas que se apoyan en 
unos palitos. Los palitos pueden formar una 
cuadrícula o cualquier otra forma regular 
(figura 15.3). 


En geoplano cuadriculado 3 x 3, construir 
todos los: 


° Triangulos diferentes. 
e Polígonos diferentes. 


Calcular las areas y perimetros de poligonos. 
Construir triangulos con misma area y dife- 
rente perimetro. 


Mecano: tiras largas en forma de rectangulo, 
con varios agujeros, para formar poligonos 
uniéndose con tornillos permitiendo cierta 
movilidad de los vértices (figura 15.4). 


Con piezas dadas, construir: 


e Todos los triángulos posibles. 
e Cuadriláteros de diverso tipo. 


Utilizando piezas atornilladas por el centro 
y cordón elástico, construir diversos cuadri- 
láteros a partir de sus diagonales. 
Diferenciar polígonos flexibles y rígidos. 


Polígonos para construir poliedros: polígo- 
nos en plástico o en cartón, barras magné- 
ticas y esferas, pajitas, etc., para construir 
poliedros (figura 15.5). 


Construir diversos deltaedros (poliedros 
convexos con triángulos equiláteros). 
Construir el omnipoliedro (todos los polie- 
dros regulares en una sola figura). 


Álgebra 


Balanzas de ecuaciones: material informati- 
co basado en balanzas, con piezas que re- 
presentan los coeficientes y las incógnitas 
(figura 15.6). 


Expresar una ecuación como una balanza 
en equilibrio e ir obteniendo equilibrios 
equivalentes hasta obtener el valor de la in- 
cógnita. 


Puzles de potencias de binomios y trinomios: 
puzles bi o tridimensionales, que muestran 
cuadrados o cubos de sumas mediante su 
ensamblaje (figura 15.7). 


Identificar las piezas que componen el puzle, 
Expresar su volumen a partir de las dimen- 
siones de las caras. Expresar el área o volu- 
men del puzle a partir de las dimensiones de 
sus piezas. 


Acertijos sobre números: ficha de expresiones que permiten adivinar números que han pen- 
sado a partir de operaciones con los mismos e informar del resultado (figura 15.8). 

Dominó de expresiones algebraicas y ecuaciones: consiste en un dominó en el que las fichas 
contienen ecuaciones o expresiones algebraicas. Hay que poner juntas aquellas que sean 


equivalentes (figura 15.9). 


Esquemas de operaciones: fichas en papel en las que se dan resultados de operaciones y hay 


que adivinar los números (figura 15.10). 
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Figura 15.5.—Polígonos para 
Figura 15,4.—Mecano. construir poliedros. 


Escoge un número natural. 
Súmale el anterior. 

Suma 9 al resultado. 

Divide por 2. 

Réstale el número de partida. 
¿A que da 5? 


Multiplica por 20 tu edad. 
Súmale el día de hoy. 


Súmale el número que calzas. 
Dime el resultado. 

Adivinaré tu edad y el número 
que calzas!, 


(a+ by = 
=@ +b +ab+ab= 
=a +2ab+ b? 


| Se le resta al resultado cinco veces 
el día de hoy. Las centenas del resul- 
E ý A ¿ e tado serán la edad, y las decenas 

Figura 15.6.—Balanzas de ecuaciones. Figura 15.7.—Puzles de binomios. peo eB eR Zapato. 4 


Figura 15.8.—Acertijos algebraicos. 


x3 +2 
on | > 23 


Figura 15.9.—Dominós algebraicos. Figura 15.10.—Esquemas de operaciones. 
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A continuación presentamos algunos recur- 
sos y materiales para la enseñanza del teorema 


de Pitágoras y la programación lineal, temas 


TABLA 15.3 
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que se están siguiendo en este estudio del aná- 
lisis de instrucción (tabla 15.3). 


Algunos materiales para la enseñanza del teorema de Pitágoras y la programación lineal 


Bloque 


Materiales 


Actividades 


Teorema de 
Pitágoras 


Instrumentos de medida y de dibujo: reglas, 
cinta métrica, transportadores de ángulos, 
goniómetros, taquimetros, plomadas, escua- 
dras, etc. 


Obtener longitudes de objetos inaccesibles 
mediante sombras, ángulos de visuales. 
Dibujar triángulos a escala de las situacio- 
nes y determinar longitudes a partir de las 
obtenidas en el dibujo. 


Construcciones de lápiz y papel: dibujos de 
triángulos en papel cuadriculado que per- 
mitan calcular áreas. 


Determinar áreas de cuadrados colocados 
sobre lados de diversos triángulos. Justificar 
qué tipos de triángulos aparecen. 

Hacer conjeturas sobre generalizaciones y 
comprobar su validez. 


Demostraciones del teorema de Pitágoras: 
construcciones físicas formadas por pris- 
mas cuadrados colocados sobre los catetos 
y la hipotenusa para apreciar que la suma 
de áreas/volúmenes/capacidad coinciden. 


Apreciar que si se vuelca el contenido en los 
prismas de los catetos se rellena el de la hi- 
potenusa. 

Construir cuadrados sobre los catetos, y 
con todas las piezas que forman estos cua- 
drados, el cuadrado sobre la hipotenusa. 
Explorar comprobaciones del teorema. 


Geoplano ortogonal. 


Construir todos los segmentos diferentes en 
un geoplano de dimensión dada. Identificar 
los que tienen igual longitud. Ordenarlos 
por su longitud. Generalizar según tamaño 
del geoplano. 


Recursos informáticos: applets informáticos 
con demostraciones del teorema de Pitágo- 
ras, videos, recursos interactivos* y progra- 
mas especificos, como Geogebra. 


Visionar los vídeos y realizar un informe 
sobre el teorema, practicar con los applets 
y con los recursos interactivos. 

Obtener con Geogebra un triángulo que sea 
rectángulo, sin emplear el comando del án- 
gulo recto ni la perpendicularidad. 


* http://www.educarchile.cl/ech/pro/app/detalle?id = 188460. 
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TABLA 15.3 (continuación) 


Bloque Materiales 


Actividades 


Programa- 


ción lineal 
lado, etc. 


Instrumentos de dibujo: regla, escuadra, re- 
presentaciones de plano en papel cuadricu- 


Construir la región de aceptación y la recta 
de costes, y deslizar hasta obtener la res- 
puesta óptima. 


Calculadoras gráficas, Geogebra. 


Programa- 
ción lineal 


Construir la región de aceptación con ayuda 
de las herramientas de la calculadora, trazar 
la función de costes, determinar la solución 
óptima y comprobar que es acertada. 


Hoja de cálculo. 


V= 5 Localiza materiales para la enseñanza 
de las fracciones. Identifica algunas actividades 
empleando dicho material. 


2.3. El profesor y los materiales 
didácticos 


Todavía son escasos e insuficientes los ma- 
teriales y recursos didácticos para matemáticas 
que existen en los centros de enseñanza, y aún 
más rara es su utilización sistemática en clase. 
Los medios tecnológicos y la incorporación de 
los ordenadores los están supliendo. Algunos 
de ellos cubren la riqueza instructiva del mate- 
rial (como el geoplano virtual); otros, sin em- 
bargo, ponen en juego y desarrollan destrezas 
que no se logran en la versión electrónica. Un 
ejemplo de esos materiales son aquellos que 
permiten construir poliedros, que no son susti- 
tuibles por los que trabajan una perspectiva tri- 
dimensional mediante proyecciones planas. 

Pero, ¿cómo y qué materiales pueden conse- 
guirse? ¿Cuáles adquirir? ¿Dónde se encuentran? 
¿Cómo obtener materiales y recursos suficientes 
para todos los alumnos de la clase? Estas son 
algunas preguntas prácticas que los profesores 
se plantean. El profesor interesado puede adop- 


Determinar los costes en diversos puntos de 
la región. Apreciar lugares en que se optimiza. 


tar diversas estrategias para buscar materiales y 
recursos: a) aprovechar aquello que encuentra 
en su entorno; b) construir con sus alumnos los 
materiales, y c) adquirir materiales y recursos 
didácticos de las empresas que los comercializan. 

Una primera recomendación es que el pro- 
fesor aproveche aquello que ofrece el entorno, 
comenzando por lo más próximo, la ciudad en 
la que vive. En ese entorno próximo hay objetos 
físicos y otros aspectos interesantes que reflejan 
ideas matemáticas. 

En determinados espacios públicos hay po- 
sibilidad de realizar diversas actividades para 
aprender matemáticas. Existen publicaciones y 
trabajos que proponen visitar ciudades y mo- 
numentos con visión matemática!. Estas ideas 
ayudan al profesor a hacer propuestas didácti- 
cas en el lugar que vive, realizando recorridos 
y competiciones para identificar o descubrir 
nociones matemáticas”. 


' Existen propuestas didácticas para hacer visitas ma- 
temáticas a la Alhambra de Granada, los Alcázares de 
Sevilla o la Mezquita de Córdoba, entre otros monumen- 
tos. Luis Balbuena ha publicado un manual para un paseo 
matemático por La Laguna, en Tenerife. 

2 En la página web http://www.irem.ups-tlse.fr/groupes/ 
10rallye/index.html puedes encontrar información sobre 
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Otra posibilidad que tiene el profesor es ela- 
borar los materiales por sí mismo. El profesor 
artesano es sensible a las cualidades didácticas 
y plásticas del material didáctico. Tiene dispo- 
sición a buscar materiales, diseñarlos, emplear- 
los en sus clases y divulgarlos. Para ello ha de 
conocer los productos existentes en el mercado 
que le permitan construir los materiales. Ade- 
más, debe ser habilidoso para disponer y ma- 
nejar las herramientas con las que tratar los 
productos y moldearlos. Siempre se puede sacar 
partido de los productos fáciles de trabajar, 
como papel, cartón, cuerda y alambre. 

Puig Adam estudió la geometría de los ob- 
jetos rotos y promovió su empleo como recur- 
sos didácticos. Los textos sobre uso de las ma- 
temáticas en la vida cotidiana muestran la 
potencialidad de emplear lo que nos rodea’. 


Busca en la red información sobre el 
matemático español Puig Adam y sus aportacio- 
nes a los materiales didácticos para la enseñan- 
za de las matemáticas. Identifica alguno de esos 
materiales y localiza un tema de Secundaria en 
el que pueda utilizarse. 


Los textos divulgativos de matemática, des- 
critos en el capítulo 3 de este libro, son recursos 
que permiten diversas tareas. Estos textos ayu- 
dan a incluir las matemáticas en los planes de 
lectura, propuestos institucionalmente. El em- 


los rallys matemáticos en Francia, especialmente los pro- 
movidos por el IREM de Toulouse, del que es responsable. 
En la página http://www.dgdc.unam.mx/, de la Casa de 
las Ciencias de la UNAM, también podrás encontrar 
ideas para aprovechar didácticamente el entorno. 

3 El grupo Alkerque de Sevilla ha presentado en las 
revistas SUMA y UNION una serie de pasatiempos y 
materiales didácticos que puedes aprovechar. Igualmente 
en su sección de la revista Epsilon se presentan recursos 
para ejemplificar problemas interesantes. 
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pleo de textos en la enseñanza de las matemáti- 
cas se presta, al menos, a dos formas principales: 


e Hacer propuestas de trabajo que se valgan 
de textos completos y que los alumnos 
tengan que leer fuera del aula, de manera 
paralela al currículo. 

e Buscar textos para emplearlos de modo pun- 
tual en el aula, integrados en el currículo. 


Hay otras variantes, como la creación de 
textos o la narración de historias matemáticas. 
La lectura en paralelo incorpora como materia- 
les escolares los libros que tienen relación con 
la divulgación de las matemáticas. Esta lectura 
implica al departamento de matemáticas en pla- 
nes de estimulación a la lectura, promoviendo 
que en la biblioteca del centro haya libros con 
temática científica, en general, y matemática en 
particular. Así se combinan lecturas científicas 
con otras literarias como práctica usual. 


Busca en una revista de profesores de 
matemáticas y en una de las páginas web de las 
sociedades de profesores propuestas didácticas 
que trabajen con la vinculación al entorno. 


grafía matemática» y describe en qué consiste y 
cómo se emplea en la enseñanza de algún con- 
tenido matemático. Enuncia qué expectativas de 
aprendizaje plantea esa actividad. 


y matemática» y describe en qué consiste y cómo 
se puede emplear en la enseñanza de algún con- 
tenido matemático. Enuncia alguna expectativa de 
aprendizaje que pueda sustentarse en este recurso. 


2.4. Nuevas tecnologías y medios 
audiovisuales 


El desarrollo de las tecnologías de la infor- 
mación y de la comunicación (TIC) ha modifi- 
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cado substancialmente todo el entorno social, 
incluyendo el ámbito educativo. Para profundi- 
zar en los procesos de enseñanza y aprendizaje 
resulta necesario ahondar en una implementa- 
ción adecuada de estas tecnologías entre los 
materiales para el aula. Ordenadores, Internet, 
calculadoras y otros recursos tecnológicos po- 
seen un gran potencial para la educación, en 
general, y para la educación matemática, en 
particular. Esta implementación requiere plani- 
ficar con detalle qué uso queremos darle, qué 
competencias proponemos promover en nues- 
tros escolares, qué tareas podemos diseñar para 
conseguirlo y qué sistema de evaluación pone- 
mos en práctica para conocer el desarrollo pre- 
visto. 

Hoy en día es frecuente el visionado de gran 
número de imágenes en prensa y televisión. 
También los recientes programas, plataformas, 
cámaras, redes y soportes electrónicos propor- 
cionan recursos para elaborar presentaciones y 
narraciones gráficas, audiciones, vídeos y pelí- 
culas de manera sencilla en formato digital. 
Pero aunque no deje de sorprendernos lo que 
se puede hacer con estos recursos tecnológicos, 
es necesario subrayar la necesidad de una pla- 
nificación adecuada de estas actuaciones den- 
tro de un plan de enseñanza coherente y bien 
diseñado. Para ello cuentan los análisis que es- 
tamos proponiendo en este libro. El potencial 
de las nuevas tecnologías no justifica llevar al 
aula cualquier novedad que sorprenda por su 
versatilidad. Los recientes proyectos de incor- 
poración de ordenadores en las aula de Educa- 
ción Secundaria (Centros TIC) hacen necesa- 
rias estas reflexiones. 

Carece de utilidad emplear estos recursos en 
el aula con el único objetivo de renovar o actua- 
lizar nuestra labor docente. Todos los materiales 
y recursos que puede usar el profesor en su labor 
docente han de jugar un papel muy concreto en 
ese proceso. El éxito del empleo de las TIC de- 


pende de que el profesor diseñe y ponga en prác- 
tica el currículo de tal forma que esas tecnolo- 
gías contribuyan a que los escolares adquieran 
nuevos conocimientos y los utilicen. El diseño 
de las actividades deberá surgir de una correcta 
planificación curricular que integre nuestro co- 
nocimiento de la tecnología dentro del contexto 
del problema que queremos abordar. 

Como colofón de este apartado señalamos 
algunas fuentes en las que encontrar apoyos. La 
primera de ellas es el Proyecto Descartes-CNI- 
CE. El proyecto Descartes tiene por finalidad la 
innovación en un entorno de colaboración en el 
área de Matemáticas, tanto para la enseñanza 
obligatoria como para el Bachillerato. Promueve 
nuevas metodologías de trabajo activas, creati- 
vas, participativas, motivadoras y personaliza- 
das, para mejorar los procesos de enseñanza y 
aprendizaje. Aunque se han producido ciertos 
cambios desde su fundación, se puede encontrar 
material en la página web del proyecto: http:// 
proyectodescartes.org/descartescms/. 

La Biblioteca Nacional de Manipuladores 
Virtuales, disponible en inglés, francés y espa- 
ñol, la elabora y produce la Universidad de Es- 
tatal de Utah. Se compone de recursos educa- 
tivos interactivos gratuitos para los niveles 
educativos básico y medio, organizados por 
bloques de contenido y niveles. Cada recurso 
incluye información para el profesor, conteni- 
dos, objetivos y tareas de ejemplo. La dirección 
de su página principal es: http://nlvm.usu.edu/ 
es/nav/vlibrary.html. 

Illuminations es una página creada por el 
NCTM sólo en inglés, que cuenta con activida- 
des ejecutables. Estos recursos están estructu- 
rados según bloques de contenido y niveles edu- 
cativos, que se relacionan con los principios y 
estándares curriculares para la educación ma- 
temática. Podemos encontrar enlaces a más de 
700 recursos para matemáticas en la web http:// 
illuminations.nctm.org/. 
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IA Busca páginas que ofrezcan recursos 
informáticos para la enseñanza de las matemati- 


cas. Examina las cualidades de alguno de ellos, 
como la propuesta del proyecto Descartes, y di- 
seña una tarea en la que se utilice algún recurso 
facilitado por ese proyecto. 


Geogebra (figura 15.11) es un programa de 
geometría dinámica de fácil manejo y sencillo 
aprendizaje, con numerosas y variadas herra- 
mientas y gran cantidad de comandos que 
permiten al usuario la realización de construc- 
ciones. Abarca desde objetos elementales a 
construcciones complejas, pudiendo relacionar 
construcciones con medidas y aspectos alge- 
braicos. Geogebra suple las construcciones con 
regla y compás, que no son sencillas de hacer, 
y da al alumno la posibilidad de explorar con- 
jeturas. Una vez realizada una construcción, el 
«arrastre», es decir, la posibilidad de mover uno 
de los puntos construidos, hace que una figura 
modifique su forma, manteniendo las condicio- 


(7 GeoGebra 


Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda 


DEPARAN APA 


> Vista Algebraic > Vista Grafica 


Entrada: 


Figura 15.11.—Página del Geogebra. 
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nes que se le han impuesto en su construcción. 
Esta cualidad dinámica de Geogebra ha hecho 
su empleo especialmente interesante, y facilita 
que el escolar pueda intuir qué formas se obtie- 
nen en determinadas condiciones. 


Indaga en la página que coordinan los 
institutos españoles de Geogebra (http://institu- 


tosgeogebra.es/). Busca alguna actividad que 
pueda ser útil para la enseñanza del concepto de 
área de un polígono. 

Examina algunas cualidades de las propues- 
tas ofertadas por este instituto. 


3. MATERIALES Y ANÁLISIS DIDÁCTICO 


Los materiales y recursos didácticos son 
medios facilitadores que contribuyen a mejorar 
y ampliar las oportunidades de aprendizaje, es 
decir, que organizan la instrucción. Igualmente, 
el análisis didáctico proporciona al profesor 
criterios para examinar las cualidades formati- 
vas de cada material; para ello ha de emplear 
sus distintos organizadores y sus componentes. 
Los materiales y recursos, apropiados para 
cada contenido matemático escolar, forman 
parte de su contenido didáctico. 

En este apartado examinamos los materia- 
les propuestos para la enseñanza del teorema 
de Pitágoras, partiendo de algunos contenidos 
didácticos obtenidos mediante el análisis de los 
significados y el análisis cognitivo de dicho 
tema, para apreciar qué ayuda y contribución 
proporciona cada material (tabla 15.4). 

Cuando planteamos como expectativa 
«Apreciar las regularidades de las medidas de 
los lados de los triángulos rectángulos» (El), 
examinamos qué pueden aportar los materiales. 
Estos aportes vendrán dados por el tipo de ta- 
reas que permiten proponer, así como por las 
cualidades que encierran estos materiales. Por 
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TABLA 15.4 


Información obtenida del análisis didáctico acerca del teorema de Pitágoras 


Contenido didáctico del teorema de Pitágoras, según dimensiones y componentes 


Análisis del significado 


Estructura conceptual 


Sistemas de representación 


Sentidos y modos de uso 


Cálculo de longitudes en triángu- 
los rectángulos; construcción de 
ángulos rectos; demostraciones 
del teorema y generalizaciones. 


Dibujos para representar y medir. 
Dibujos para identificar vértices, 
lados y distancias en el plano. Ex- 
presiones numéricas, algebraicas 
y literales para los elementos y 
figuras del plano. 


Situaciones que requieren cons- 
truir ángulos rectos. 

Distancias entre puntos. Cuadra- 
tura de superficies y construc- 
ción de cuadrados con medida 
determinada. 


Análisis cognitivo 


Expectativas 


Limitaciones 


Oportunidades 


El: Apreciar la regularidad de 
medidas (de longitudes y super- 
ficies) en un rectángulo. 

E2: Resolver problemas con el 
teorema de Pitágoras. 

E3: Justificar/demostrar el teore- 
ma de Pitágoras. 

E4: Identificar utilidad directa/ 
inversa del TP. 

ES: Relacionar los enunciados para 
longitudes y superficies del TP. 
E6: Generalizar TP. 


L1: Dificultad para identificar o 
reconocer triángulos rectángulos. 
L2: Errores al dibujar un trián- 
gulo rectángulo. 

L3: Errores al medir longitudes 
con precisión. 

L4: Dificultades para relacionar 
los lados y sus cuadrados en un 
rectángulo. 

L5: Dificultades en el cálculo de 
medidas de superficies. 

L6: Dificultad al identificar me- 
dida de superficie con fórmula. 


O1: Esquemas de distintas situa- 
ciones para calcular distancias en- 
tre puntos mediante rectángulos. 
02: Construir cuadrados con su- 
perficie dadas. 

03: Calcular distancias y super- 
ficies mediante el teorema de Pi- 
tágoras. 

O4: Construir ángulos rectos a 
partir de las medidas de triángu- 
los rectángulos de medidas cono- 
cidas. 


ejemplo, los materiales facilitan el empleo de 
diversas formas de representación, proporcio- 
nan sentido al concepto al que evocan, y ade- 
más adquieren nuevos valores instructivos si se 
plantean tareas que aprovechen estas cuali- 
dades. 

Para apreciar las regularidades de las medi- 
das en los triángulos rectángulos podemos par- 
tir de su medida empírica. En este caso reque- 
rimos instrumentos de medida y construcción 
(regla y compás para garantizar un triángulo 


más preciso, con un ángulo recto por perpen- 
dicularidad, más que por medida; o el transpor- 
tador de ángulos, regla graduada, etc.). La re- 
gularidad que supone el teorema de Pitágoras 
se refiere al cuadrado de la medida de las lon- 
gitudes, o a la superficie de los cuadrados cons- 
truidos sobre sus lados. En este caso, los instru- 
mentos de medida y dibujo tienen una aplicación 
limitada, pues no es fácil apreciar la precisión 
en el dibujo ni tampoco medir con precisión 
longitudes (L2 y L3). Tampoco es sencilla la 
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medida de la superficie de los cuadrados (L5 y 
L6), de por si difícilmente cuadrables, salvo que 
se encuentren en papel cuadriculado y no se 
abuse de las fórmulas (L6). 

Resulta especialmente complejo que los 
alumnos descubran la relación entre las medi- 
das de las longitudes de los lados del triángulo, 
ya que no es fácil que las eleven al cuadrado 
antes de sumarlas. Resulta más sencillo e intui- 
tivo comenzar por el estudio de las áreas de los 
cuadrados construidos sobre sus lados, siempre 
en papel cuadriculado. 
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La idea de utilizar el papel cuadriculado lle- 
va a proponer el empleo del geoplano ortogonal. 
Este material ayuda a la construcción del án- 
gulo recto, aunque lo limita a los triángulos con 
lados de longitud entera. También facilita la 
construcción de cuadrados sobre los tres lados 
y, aunque no es inmediato, ayuda a medir el 
área de todos los cuadrados. Con este material 
se han construido dos tareas, Determinar todos 
los segmentos en una región determinada (des- 
crita en la revista SUMAS), y Cuadrados sobre 
los lados del triángulo (figura 15.12). 


Ejercicio 1: Completa la siguiente tabla 


Ejercicio 2: Expresa la propiedad que hayas obtenido, que expresa la relación que existe 
etrelas áreas delos cuadrados construidos sobre los lados de triángulos 


Figura 15.12.—Papel cuadriculado para la enseñanza del teorema de Pitágoras. 


Geogebra permite hacer construcciones y 
mediciones de manera precisa. Cuando se han 
hecho adecuadamente las construcciones del 
triángulo rectángulo y de los cuadrados sobre 


4 Arrieta, J., Álvarez, J. L. y González, A. E. (1997). 
El teorema de Pitágoras a partir de la manipulación con 
geoplanos. Suma, 25, 71-86. 
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los lados, el mismo programa determina las me- 
didas. El empleo del arrastre permite ver la re- 
lación entre las áreas de los cuadrados de los 
catetos y la hipotenusa. La continuidad de la 
variación de la figura permite apreciar la gene- 
ralidad de esta propiedad para todos los trián- 
gulos rectángulos, variando las longitudes de 
los lados. Apoyándose en Geogebra no se apre- 
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cia cómo y qué expresa la medida del área, con 
lo que su aprendizaje se puede limitar a regula- 
ridades numéricas. Se pueden diseñar tareas 
para que el programa no se limite a mostrar que 
se satisface la igualdad aritmética, lo cual re- 
quiere que el escolar tenga bien asimilado el 
concepto de superficie y su medida, para apre- 
ciar el alcance y significado del teorema’. 

Una vez encontradas las relaciones, por al- 
guno de los materiales y tareas anteriores se 
pueden aposentar por medio de recursos de 
práctica, como las construcciones físicas del 
teorema a partir del rellenado de prismas. En 
estos materiales el papel del estudiante es menos 
activo, pues se trata de interpretar lo que apa- 
rece, y le requiere hacer abstracción de las mag- 
nitudes no contempladas en el teorema, como 
el tratarse de figuras tridimensionales o relacio- 
nar el volumen con el área de la base, dado que 
todos los prismas tienen la misma altura, etc. 

Los puzles muestran, mediante una repre- 
sentación material, cómo las áreas de los cua- 
drados sobre los catetos permiten construir el 
cuadrado sobre la hipotenusa. 


(a-b)+b=a 


a=(a-b)=b 


Figura 15.13.—Puzle para la construcción del teorema de 
Pitágoras. 


$ Ejemplo en la presentación de Sada en la siguiente 
página, que permite la generalización del teorema: http:// 
docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/ 
videos/Spitagoras/pitagoras.html. 


Busca otras demostraciones del teo- 
rema de Pitágoras, a partir de la descomposición 
del cuadrado construido sobre la hipotenusa, 
para construir o rellenar los cuadrados construi- 
dos sobre los catetos. 


neralicen el teorema de Pitágoras. Puedes em- 
prender dos líneas, abrir la magnitud (considerar 
las figuras tridimensionales y apreciar su validez 
para prismas, empleando el volumen, por ejem- 
plo), o buscar demostraciones que muestren que 
el teorema plano es aplicable a las superficies de 
otros tipos de polígonos semejantes, colocados 
en los catetos y la hipotenusa. 


Los vídeos en que se muestra la construcción 
dinámica del cuadrado sobre la hipotenusa a par- 
tir de los cuadrados sobre los catetos constituyen 
un interesante refuerzo, por lo que se hacen útiles 
en la fase de formalización del enunciado del teo- 
rema, más que en su descubrimiento. 

Igualmente podríamos analizar otras expec- 
tativas buscando materiales que permitan cons- 
truir tareas de enseñanza y examinar sus cuali- 
dades a partir de aspectos examinados en el 
análisis didáctico. En el ejemplo hemos tomado 
en cuenta el foco de contenido y los aspectos 
fenomenológicos que se pueden cubrir con el 
material, las formas de representación que pro- 
mueven y su relación con el aspecto que se pre- 
tende que el escolar aprenda. El análisis de con- 
tenido permite apreciar qué significados del 
concepto matemático están implícitos en el uso 
que se propone del material. Los materiales 
constituyen representaciones concretas de los 
contenidos y dotan de sentido a conceptos abs- 
tractos, mediante su identificación con repre- 
sentaciones concretas; los materiales llevan a 
acciones, que deben ser coherentes con los sen- 
tidos y facilitan la identificación de las acciones 
que contribuyen a dar sentido a los contenidos 
matemáticos. 
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El análisis cognitivo permite apreciar la co- 
herencia con las expectativas y el grado en que 
el material le da funcionalidad al concepto. 
Pero a su vez, este análisis lleva a apreciar en 
qué grado contribuye a salvar dificultades y 
cómo incrementa las oportunidades de apren- 
dizaje. Anteriormente hemos señalado las limi- 
taciones que pueden sortearse empleando ma- 
teriales. Como se puede apreciar, el tipo de 
tareas que usa los materiales aborda las opor- 
tunidades de aprendizaje señaladas. 

De lo expuesto destacamos algunas cuali- 
dades que los materiales y recursos aportan a 
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la enseñanza. Los medios descritos generan ex- 
periencias más concretas y significativas, que 
requieren del concepto matemático que se 
aprende, sobre las cuales se construye su cono- 
cimiento formal. También muestran situaciones 
problemáticas en las que se requiere el conteni- 
do matemático. Favorecen que se pongan en 
juego diversas formas de representar los con- 
ceptos. Si se logran tareas coherentes, los recur- 
sos darán ocasión a que los estudiantes argu- 
menten a partir de situaciones prácticas, se 
comuniquen entre ellos y establezcan la validez 
de sus argumentos de manera plástica. 


Planificación e implementación 


de la enseñanza 


ANTONIO MORENO VERDEJO 


INTRODUCCIÓN 


El cuarto bloque de este libro está dedicado al 
estudio de la planificación e implementación de la 
enseñanza de las matemáticas, el análisis de instruc- 
ción. Este análisis se ocupa de los tipos y funciones 
de las tareas matemáticas escolares y su secuencia- 
ción, de los materiales y recursos para la enseñanza 
de las matemáticas, junto con la gestión del trabajo 
en el aula, para sintetizar todo ello en una propuesta 
para el diseño de lecciones y su organización en 
unidades didácticas, mediante los cuales se introdu- 
cen y desarrollan los temas o unidades temáticas. 

La enseñanza la estructuramos mediante se- 
cuencias articuladas de tareas matemáticas esco- 
lares, diseñadas cada una de manera que facilite 
el aprendizaje de cuestiones matemáticas concre- 
tas, a partir de actividades simples que los alum- 
nos puedan realizar y, de este modo, explorar prin- 
cipios y descubrir soluciones. 

Las tareas matemáticas implementadas en cla- 
se son definitivas para la calidad del aprendizaje y 


convierte en algo fundamental su diseño y selec- 
ción. Emplearemos el análisis de las tareas mate- 
máticas escolares para conectar ese diseño y la 
gestión de aula asociada con las expectativas de 
aprendizaje a que contribuyen. 

El estudio de las tareas matemáticas escola- 
res lo abordamos mediante tres sistemas de ca- 
tegorías, u organizadores curriculares, a cada uno 
de los cuales hemos dedicado un capítulo pre- 
vio: las variables para el análisis de las tareas, los 
tipos de tareas y la gestión del aula asociada y, 
finalmente, los tipos de materiales y sus posibles 
usos. Finalmente, la síntesis del análisis de ins- 
trucción se concreta en el diseño de las distin- 
tas unidades didácticas, que se organizan en lec- 
ciones. 

Las ideas que organizan los capítulos dedicados 
a establecer el conocimiento del profesor en for- 
mación sobre el análisis de instrucción, capítulos 
13 a 16, se resumen en la siguiente tabla: 


TABLA 16.1 


Dimensión análisis de instrucción 


Objeto de estudio 


Planificación e implementación de la enseñanza de las matemáticas 


Método 


Análisis de la instrucción 
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TABLA 16.1 (continuación) 


Organizadores curriculares 


Tareas y secuencias Organización trabajo en el aula Materiales y recursos 


Componentes para estudio de los organizadores 


Variables de tarea/funciones | Complejidad/creatividad/organización | Características/tipos y usos 


Síntesis 


Organización de la enseñanza mediante unidades didácticas 


1. ANÁLISIS PREVIOS mas de representación y modos de uso o sen- 
tidos. 

Las tareas matemáticas escolares son me- 
dios facilitadores del aprendizaje y contribuyen 


al logro de las expectativas de dicho aprendiza- 


je. En este libro proponemos realizar la progra- 
mación de la enseñanza a partir del análisis 
didáctico, del que hasta ahora se han descrito 
los análisis de contenido, cognitivo y de instruc- 
ción. Determinar las tareas matemáticas es par- 
te explícita del análisis de instrucción, pero, a 
su vez, el profesor tiene que disponer de crite- 
rios para examinar las cualidades formativas 
de dichas tareas, para lo cual debe emplear los 
contenidos didácticos que organizan las cate- 
gorías de las distintas dimensiones del análisis 
didáctico. En este apartado vamos a retomar el 
la tarea de enseñanza «construir el polígono 
con mayor número de lados empleando el tan- 
gram» (capítulo 15) y, sobre ella, vamos a llevar 
a cabo su análisis didáctico. 


1.1. Análisis de contenido 


El análisis de contenido pretende determi- 
nar el significado del concepto; en este caso, 
del concepto de polígono. Para ello estudia sus 
tres componentes: estructura conceptual, siste- 


Polígono A: 5 lados, 
¿5 vértices?, ¿5 ángulos? 
¿Pentágono? 


Polígono B: 10 lados, 
10 vértices, 10 ángulos. 
Decágono cóncavo. 


— 
LY 


C E 


Figura 16.1.—Dos polígonos diferentes como poligona- 
les, iguales como regiones del plano. 


El concepto que estamos afrontando es el 
de poligono, del que consideramos su defini- 
ción, sus elementos y su caracterización (carac- 
terísticas y clasificaciones). Encontramos dos 
definiciones complementarias: como línea plana 
poligonal cerrada y como región del plano deli- 
mitada por segmentos. En los polígonos apare- 
cen los vértices, lados y ángulos (poli: varios, 
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gonos: ángulos) de diversos tipos, y también se 
pueden considerar las diagonales. Las caracte- 
rísticas de los polígonos comienzan a mostrar su 
complejidad, pues, considerados como líneas po- 
ligonales cerradas, los dos polígonos de la figura 
16.1 son diferentes; sin embargo, considerados 
como región del plano limitada por segmentos 
los dos son iguales. Por tanto, la igualdad de 
polígonos depende de su definición. Hemos de 
delimitar el concepto de vértice, pues si bien en 
el caso de la región del plano resultan evidentes, 
no son tan claros cuando se considera como po- 
ligonal. De ahí surge una diferenciación entre las 
poligonales (convexas) que forman polígonos 
«simples», en las que los lados no se intersecan 
aparte de los vértices, o poligonales «no simples» 
(no convexas). 

Ligado a la característica de simple/no sim- 
ple aparece la idea de polígono estrellado, poco 
familiar en la geometría escolar. Otra caracte- 
rística interesante es la convexidad/concavidad, 
cuya definición se suele relacionar con la medi- 
da de los ángulos interiores, pero también pue- 
de hacerse a partir de la posibilidad de que la 
prolongación de algún lado divida al polígono 
en dos regiones. 

Las representaciones de un polígono pue- 
den arrancar de objetos del entorno con forma 
de región plana rectilínea, o de dibujo o de se- 
cuencia de puntos o segmentos. Esto da lugar 
a nuevas complicaciones, como señalar si el po- 
lígono A es el ABCDE o el AYDZCBYE. 

Hemos de reconocer los dos significados se- 
ñalados para el polígono, como poligonal cerra- 
da o como región del plano. Ambos están rela- 
cionados, pues la poligonal es frontera de la 
región. A esto se puede añadir el polígono como 
trayectoria (circuito de carreras automovilísti- 
cas, por ejemplo), en el que la poligonal no es 
frontera, sino un recorrido, en el que interesa la 
posición relativa de cada trayecto con el siguien- 
te. Los problemas que requieren los polígonos 
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son los relativos a cálculo de medidas (de ángu- 
los y longitudes), aplicando determinadas pro- 
piedades (semejanza, teorema de Pitágoras, tri- 
gonometría, etc.), como en problemas de áreas, 
en los que se atiende a la región y que se relacio- 
nan con los anteriores. Estos problemas suelen 
referirse a puntos en el plano, entre los que pue- 
den determinarse longitudes, a través de la dis- 
tancia mínima entre ellos, por lo que los segmen- 
tos son elementos ideales, no representados. Las 
regiones suelen aparecer en problemas de medi- 
da de áreas, mediante aplicaciones de propieda- 
des similares a las anteriores. Los problemas de 
trayectorias corresponden a trazos reales, en los 
que interesa más la forma que las medidas, sien- 
do situaciones en que se ponen de manifiesto 
algunas propiedades topológicas, como la sim- 
plicidad señalada en el aspecto estructural. 
Todos estos aspectos van a aparecer en la 
resolución de la tarea de construcción del polí- 
gono de mayor número de lados con el tangram. 


1.2. Análisis cognitivo 


En la enseñanza de los polígonos en Educa- 
ción Obligatoria se procura atender a su carac- 
terización más intuitiva, tanto como figura 
para determinación de regiones como para se- 
ñalar trayectorias. 

Para tratar las expectativas comenzamos por 
apreciar los objetivos que se plantean para la 
Educación Primaria, y especialmente los que se 
proponen para Educación Secundaria Obligato- 
ria, referentes a polígonos. En el currículo actual 
(RD 1105/14) apreciamos que, a partir de los 
criterios y los estándares de evaluación, se con- 
sideran tres objetivos específicos del aprendiza- 
je de los polígonos en ESO: a) Reconocer y des- 
cribir propiedades y características de los 
polígonos regulares; b) Definir elementos de 
triángulos, y c) Clasificar cuadriláteros. En an- 


296 / Elementos de didáctica de la matemática para el profesor de Secundaria 


teriores normativas curriculares se describían las 
expectativas en términos menos precisos, formu- 
ladas como «Identificar las formas planas que 
se presentan en la vida diaria y analizar sus pro- 
piedades y relaciones geométricas adquiriendo 
una sensibilidad hacia la belleza que generan». 

Un segundo organizador del análisis cogni- 
tivo viene dado por las limitaciones de apren- 
dizaje. La principal limitación del aprendizaje 
de los conceptos geométricos está ligada a su 
representación usual, que muestra su naturale- 
za plástica y da lugar a que se confunda el con- 
cepto con las imágenes que se presentan y que 
guardan relaciones con ellos. Este es el caso de 
los polígonos, cuyo aprendizaje suele limitarse 
a identificarlos a partir de su percepción visual, 
dejándose llevar por las formas que los sugie- 
ren, sin tomar en cuenta la variabilidad que 
presentan. La principal dificultad se basa en 
identificar un polígono con su imagen gráfica 
e intuitiva. Esta asociación ingenua dificulta 
pasar de la idea de región a la de poligonal, e 
identifica como polígonos sólo a aquellos más 
familiares, comenzando por los regulares y con- 
tinuando por los convexos, dejando de lado los 
cóncavos y, por supuesto, los estrellados. La ri- 
gidez de esta idea lleva a considerar que sólo se 
pueden formar polígonos a partir de piezas de 
puzle si se unen estas piezas por sus extremos. 

La dificultad generada al confundir figura 
con imagen es muy frecuente en geometría. 
Para superarla hay que estimular a los estu- 
diantes a que practiquen una cierta relatividad, 
que los lleve a cuestionar las cualidades de las 
figuras a las que consideran polígonos, fijando- 
se en otras cualidades no evidentes, como la 
condición de formar curvas simples y no sim- 
ples, o a identificar dónde se encuentran y 
cuántos son los vértices en casos complejos. 

A partir de esta dificultad apreciamos que 
una expectativa de aprendizaje debe ser que los 
alumnos utilicen los polígonos como concep- 


tos, para debatir sus cualidades y su propio sig- 
nificado; para que desarrollen capacidades de 
razonamiento matemático, a la vez que mejo- 
ran la visión espacial y comprenden el papel de 
la definición en geometría. 

Las oportunidades de aprendizaje en geo- 
metría, relacionadas con el concepto de poligo- 
no, tienen que contemplar las expectativas se- 
ñaladas, por lo que dan realce a los objetos que 
permiten identificar, construir, dibujar, repre- 
sentar, caracterizar, clasificar, definir, estudiar 
sus propiedades y obtener medidas. Para todo 
ello se hacen especialmente interesantes los ob- 
jetos que sugieren polígonos, que dan sentido 
al concepto, así como aquellos otros que per- 
miten construir formas que los sugieren. 


2. ANÁLISIS DE INSTRUCCIÓN 


El análisis de instrucción se ocupa, entre 
otras cosas, de la selección de tareas que puedan 
contribuir al logro de las expectativas estableci- 
das en el análisis cognitivo. El diseño de la tarea 
que planteamos a continuación busca apreciar 
principalmente la importancia de la definición 
de los contenidos geométricos. Subsidiariamen- 
te, identificar y definir los elementos de un poli- 
gono. El tangram sirve de ayuda, puesto que la 
identificación que los estudiantes hacen del po- 
lígono, su imagen gráfica, les limitará a construir 
polígonos que sólo procedan de unir por sus ex- 
tremos las figuras que forman ese puzle. 


2.1. Diseño y organización de una tarea 
sobre el concepto de polígono 


La tarea consiste, como vimos en el capítu- 
lo 15, en que el estudiante construya un poli- 
gono con el mayor número posible de lados. 
Para ello utilizará las piezas de un tangram. 
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Para apreciar el papel de la tarea vamos a 
examinar los datos que la describen, y estudiar 
en qué forma toman en consideración los con- 
tenidos de los análisis previos (tabla 16.2). 


Elabora una tarea escolar para el 
aprendizaje de algún concepto matemático esco- 
lar de Secundaria y realiza el análisis de sus da- 
tos, de manera similar al anterior. 


La meta de la tarea «Construcción de un 
polígono con el mayor número posible de lados 
con un tangram» es que los escolares funda- 
menten su concepto de polígono y aprecien la 
importancia de la definición. 

El desarrollo de la tarea, así como las expe- 
riencias realizadas en la práctica, muestran que 


Figura 16.2.—Tangram. los estudiantes hacen un recorrido de comple- 


TABLA 16.2 


Datos de la tarea 


Descripción 


Meta 


Fundamentar el concepto de polígono. Apreciar la necesidad de su definición. 


Formulación 


«Construcción del polígono del mayor número de lados con un tangram»: 


e Construir un cuadrado con todas las piezas. 

e Construye polígonos convexos conocidos. 

e Construir el polígono con el mayor número de lados. 

e Completar la definición de polígono que aparece en el libro de texto. 

e Justificar las distintas posiciones de las piezas que permiten obtener el po- 
lígono con mayor número de lados. 


Contenido matemático 


Geometría. Concepto de polígono y definición de polígono. 


Complejidad 


Esta tarea incluye los tres niveles de complejidad definidos en el capítulo 14. 
La primera parte de la tarea es de reproducción, porque el estudiante repre- 
senta libremente los polígonos con el material. 

Después la tarea plantea más exigencias y requiere que establezca relaciones 
entre sus representaciones de los polígonos, las líneas poligonales y el concep- 
to de polígono. Esta parte de la tarea tiene nivel de complejidad conexión. 
La tarea finalmente solicita que reelaboren el concepto de polígono. Esa par- 
te de la tarea es de reflexión en cuanto a su nivel de complejidad. 
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TABLA 16.2 (continuación) 


Datos de la tarea 


Descripción 


Materiales y recursos 
metría). 


Tangram; definiciones del polígono (diccionarios matemáticos, libros de geo- 


Tipo de agrupamiento 


ponen en juego. 


Parejas: Arranca de agrupamientos en parejas, procurando que aprecien re- 
sultados de otras para desafiar a contrastar los conceptos de polígonos que se 


Gran grupo: Al final se produce una puesta en común para apreciar la relación 
que existe entre la definición de poligono que se utiliza y la solución al desafío. 


Situación de aprendizaje 


es personal. 


La tarea recurre al empleo de un puzle para su realización. En este sentido la 
actividad se sitúa en una situación cercana al estudiante, por lo que la situación 


Temporalización 


jidad creciente, en el que se van eliminando 
concepciones rígidas sobre el polígono: 


1) Crean polígonos convexos sencillos, 
entendidos como regiones que consti- 
tuyen las piezas que rellenan la región 
(figura 16.3a). 

ii) Construyen polígonos con los lados 
completos de las piezas, considerados 
como poligonales, hasta apreciar que 
según la parte de las piezas que consi- 
deren tendrán más o menos lados (fi- 
gura 16.3b, pentágono construido sólo 
con los triángulos, o decágono si se to- 
man los lados exteriores). 

111) Alguno salva esta situación, constru- 
yendo polígonos cóncavos como región 
(figura 16.3c). 

iv) Comienzan a crear polígonos cóncavos 
que tienen como lados parte de los la- 
dos de las piezas (figura 16.3d), pero 
comienzan a dudar de su validez. 


La comunicación de estas situaciones lleva 
a preguntar cómo se aprecia un polígono en la 


Una hora, dependiendo del grupo. 


figura 16.3c. Podría ser que la duda se centre 
en diferenciar el polígono región de la línea po- 
ligonal. Hay entonces que identificar qué poli- 
gonal aparece en cada caso. Por ejemplo, ver 
que el polígono de la figura 16.3c es el de la 
figura 16.4. 

A partir de este momento se les ocurren 
nuevas propuestas, como la de la figura 16.5. 
Es ahí cuando aprecia la importancia de esta- 
blecer qué es un polígono, poniendo en duda 
sus recuerdos y siempre con una idea de que 
hay una sola forma de concebirlo. Todo este 
proceso de análisis hace que la actividad pase 
por los tres niveles de dificultad. 

El uso del tangram para la presentación de 
la tarea genera la experiencia sobre la que se 
formaliza el concepto de polígono. Al mismo 
tiempo, el uso del material ayuda a los estu- 
diantes a comunicar sus planteamientos y vali- 
dar sus argumentos. 

El material en esta tarea tiene un papel fun- 
damental. Planteamos la misma tarea anterior: 
obtener el polígono de mayor número de lados, 
pero ahora empleando como material un juego 
de pentominós. Un pentominó es una figura 
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a) b) c) d) 
Figura 16.3.—Construcciones de poligonos. 


geométrica formada por cinco cuadrados uni- 
dos por sus lados (figura 16.6). 


Figura 16.4.—Región 3c como poligonal. 


Figura 16.6.—Juego de pentominós. 


Analiza qué componentes conceptua- 
les y cognitivos de la tarea varían al utilizar un 
tangram o un juego de pentominós, al resolver la 
misma tarea. 


2.2. Secuencia de tareas 
para el concepto de polígono 


En la enseñanza de las definiciones en geo- 
metría suele ocurrir que los estudiantes inter- 
Figura 16.5.—Las piezas se tocan en vértices. preten «definir una figura» como «repetir el 
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enunciado de la definición que aparece en el 
libro». Hacer que los estudiantes aprendan a 
definir resulta complejo y requiere que com- 
prendan el papel de las definiciones en geome- 
tría. Para encarar este objetivo (comprender el 
papel de la definición de polígono) por medio 
de la tarea anterior presentamos una propuesta 
de gestión del aula durante su implementación. 

El profesor reparte los tangram de modo 
que cada pareja de escolares tenga uno. La pri- 
mera cuestión que lanza el profesor a los estu- 
diantes pretende familiarizarlos con el manejo 
del material, y para ello recurre a la construc- 
ción de un polígono conocido: construir un cua- 
drado empleando todas las piezas. Si no lo lo- 
gran, ofrece instrucciones verbales para que 
coloquen las piezas, mediante mensajes geomé- 
tricos (Los dos triángulos grandes forman juntos 
un triángulo rectángulo e isósceles que forma me- 
dio cuadrado. El otro triángulo se forma con las 
demás piezas. El triángulo mediano ocupa el vér- 
tice rectángulo del nuevo triángulo. Queda enton- 
ces una franja en forma de trapecio isósceles, que 
se compone de las otras piezas. Este trapecio se 
forma uniendo dos trapecios rectángulos iguales, 
cada uno construido con dos piezas... ). Posterior- 
mente se discuten las distintas propuestas obte- 
nidas por la pareja y, cuando sea necesario, se 
proyectará una posible solución de esta tarea. 

Los estudiantes continúan habituándose al 
material y a la idea de polígono. Para ello se les 
pide que, partiendo del cuadrado, construyan 
diversos polígonos convexos, como rectángulo, 
trapecio isósceles, paralelogramo y triángulo 
rectángulo, advirtiéndoles que se puede lograr 
moviendo sólo los triángulos rectángulos gran- 
des desde el formato inicial. Debe notarse que 
en esta tarea se introduce una condición nueva: 
convexidad. A medida que se vayan constru- 
yendo esas figuras pediremos a los estudiantes 
que describan oralmente su procedimiento de 
construcción. Las explicaciones deben permitir 


al resto de estudiantes construir el polígono 
convexo de que se trate. La posibilidad de rea- 
lizar descripciones orales de este tipo permite a 
los estudiantes afianzar sus conceptos, enrique- 
cer su lenguaje matemático y desarrollar la 
competencia comunicativa. 

La tercera parte de la tarea afronta el desafío 
Inicial: construir el polígono con mayor número 
de lados. Al inicio el profesor anota en el gran 
grupo el número de lados que las parejas de es- 
tudiantes obtienen en sus polígonos, expresando 
en voz alta el número de lados obtenidos, y apre- 
ciando el hecho de que se hagan propuestas de 
polígonos cóncavos y no sólo convexos. El ob- 
jetivo resalta la existencia de otro tipo de poli- 
gonos utilizados con menor frecuencia, como 
son los cóncavos; se aprecia así que el número 
de lados es mayor en los polígonos cóncavos que 
en los convexos, razón por la cual responden 
mejor al desafío planteado. 

Posteriormente, el profesor muestra la defi- 
nición de polígono que aparece en el libro de 
texto y que se complementa con otras defini- 
ciones obtenidas de otras fuentes. Con estos 
datos se acepta o discute la posibilidad de que 
la solución a la tarea pueda ser una poligonal 
no simple. Conviene entonces realizar una 
puesta en común para apreciar la dependencia 
de la solución del problema con la definición 
de poligono. 

Se procurará un acuerdo sobre los elemen- 
tos a tener en cuenta para la resolución de la 
tarea y se analizarán los ejemplos ya obtenidos 
a la luz de estos acuerdos. 

Finalmente se justifican las distintas posi- 
ciones de las piezas que permiten obtener el 
polígono con mayor número de lados. Las con- 
clusiones se recogerán en un informe individual 
que resuma qué polígono tiene mayor número 
de lados construidos y sus características. Se 
puede esperar que algún informe aprecie el ma- 
yor número de lados, relacionado con el núme- 
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ro de lados de las piezas del tangram (5 x 3 + 
+4x2=23). 


U= sA Haz un análisis de la gestión de aula 
para la tarea diseñada por ti anteriormente. 


2.3. Organización de una secuencia 
de tareas sobre el concepto 
de polígono 


El diseño de la tarea cambiará sus funciones 
y, por tanto, su situación en la secuencia que se 
quiere elaborar. Sigamos con la idea de funda- 
mentar el concepto de polígono y superar la 
dificultad de considerar que sólo se pueden for- 
mar polígonos a partir de objetos si se unen por 
los extremos de los segmentos determinados en 
esos objetos. 

Para ello planteemos una actividad inicial 
para detectar las ideas previas de los estudian- 
tes sobre lo que identifican como polígono: 


Ponle nombre a cada uno de los poligonos de 
la figura 16.7. 


el 
$ 


Figura 16.7.—Actividad para detectar ideas previas. 


N 


Los alumnos encontrarán dificultades al 
identificar la figura número 4. De esta manera 
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se inicia la detección en gran grupo de lo que 
entienden por poligono. Con ello se favorece 
y fomenta la posibilidad para los alumnos de 
cuestionar en clase lo que entienden por poli- 
gono y, a partir de ese debate, reelaborar y 
reconstruir un nuevo significado para el con- 
cepto de polígono. 

Como tarea de desarrollo, y después de la 
tarea inicial anterior, planteamos la tarea que 
venimos analizando a lo largo del capítulo. Su 
diseño y selección responde a varios propósitos 
del profesor: 


a) Está vinculada al análisis del concepto 
de poligono. 

b) Pretende lograr expectativas de apren- 
dizaje ligadas tanto a un objetivo como 
a superar una dificultad. 

c) Incorpora el uso del tangram como ma- 
terial. 


2.4. Cierre de la secuencia de tareas 
sobre polígonos 


Una vez planteada la necesidad de definir, 
se amplía el concepto inicial de poligono y se 
supera la dificultad para identificar como poli- 
gonos las figuras que surgen de poligonales no 
simples, es el momento para plantear tareas de 
síntesis que permitan recapitular y relacionar 
conceptos trabajados en la unidad didáctica. 

Tarea de cierre: se hacen grupos de cuatro 
o cinco alumnos, a quienes se les entrega una 
cuerda de 4 metros, aproximadamente. En cada 
grupo, cada uno de sus miembros deberá asir 
la misma cuerda con las dos manos. Se les pide 
que construyan con la cuerda figuras que co- 
rrespondan a todos los polígonos distintos que 
conozcan. 

El desarrollo de esta tarea en grupo per- 
mitirá una nueva puesta en común de las di- 
ferentes ideas aportadas por sus miembros, 
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promoviendo el aprendizaje entre iguales y fa- 
voreciendo la comunicación de argumentos 
matemáticos. 

La dificultad de la tarea es una variable que, 
como ya vimos, es importante para establecer su 
ubicación en una secuencia y para atender las 
diferentes capacidades e intereses de los alumnos 
en el aula, como se verá en el capítulo 20. 

La actividad desarrollada con el tangram es 
una actividad que abarca los tres niveles de 
complejidad en la que el material es vehículo 
para la solución del problema. Por otro lado, 
la actividad realizada en grupo con la cuerda 
es una tarea de reproducción por el lugar de la 
secuencia en que se encuentra. En este momen- 
to pretendemos que sinteticen las ideas previa- 
mente trabajadas. 

En este caso el material tiene un papel de 
mediador para facilitar el trabajo en grupo y 
el intercambio de ideas. Es interesante subrayar 
que si la misma tarea se hubiera planteado de 
forma individual y con lápiz y papel, se trataría 
de un ejercicio para evaluar lo aprendido, mien- 
tras que con el formato propuesto la tarea con- 
tribuye al aprendizaje entre los miembros del 
grupo y al ajuste de los aprendizajes entre los 
distintos miembros del grupo. 

Una tarea de reflexión exige explicación o 
justificación del procedimiento seguido. La ta- 
rea que hemos analizado a lo largo del capítulo 
es de reflexión cuando se le pide al estudiante 
que complemente la definición de polígono y 
justifique la posición de las piezas. Otros ejem- 
plos de tareas de reflexión cuyo objetivo es pro- 
fundizar en las características de algunos tipos 
de poligonos son: 


Ejemplo 1: Construye un cuadrado a partir 
de un trozo irregular de papel. 

Ejemplo 2: Justifica que entre los ángulos 
interiores de un polígono convexo no puede ha- 
ber más de tres ángulos agudos. 


G= En la tarea 1 diseñaste una tarea ma- 
temática escolar. Incluye esa tarea en una se- 
cuencia de aprendizaje. 


isis» Analiza la dificultad de esta nueva tarea 
escolar; selecciona ahora otras dos nuevas ta- 
reas con nivel de dificultad distinto. 


3. PREPARAR LA UNIDAD DIDÁCTICA 


La unidad didáctica no se planifica aislada- 
mente. La primera consideración será ubicarla 
en una secuencia de unidades de la programa- 
ción, es decir, decidir qué unidades se imple- 
mentarán antes y cuáles después de la que se va 
a planificar. Además, se estimarán los conteni- 
dos similares impartidos en cursos anteriores 
para situar la unidad en el contexto de los co- 
nocimientos previos de los estudiantes. 

La secuenciación de la unidad didáctica re- 
quiere la reflexión en dos niveles: 


e Secuenciar la unidad didáctica completa 
por sesiones de trabajo. 
e Secuenciar cada sesión de trabajo. 


La secuenciación de la unidad por sesiones 
de trabajo o clases incluye la decisión por par- 
te del profesor sobre cuáles son los nuevos con- 
tenidos que se incluyen en cada sesión, los ob- 
jetivos que se pretenden alcanzar en cada una 
de esas sesiones, las instrucciones sobre el tra- 
bajo específico a realizar en cada una de ellas 
y la selección de las tareas matemáticas escola- 
res que se incluyen en cada una de las sesiones. 

Así podemos decidir que unas sesiones se 
dedicarán a la exploración de los conocimien- 
tos previos de los alumnos acerca de los con- 
tenidos que se tratan en la unidad, otras sesio- 
nes podrían servir para explorar las ideas 
nuevas que surgen a partir del contenido que 
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ya conocen los estudiantes, y otras para intro- otras que permitan ajustar los ritmos de apren- 
ducirlos en la utilidad o belleza del tema y mo- dizaje, con el fin de obtener de cada estudian- 
tivar a los estudiantes para su estudio. El pro- teel máximo rendimiento. El siguiente esquema 


fesor puede decidir la inclusión de sesiones permite ejemplificar una secuencia de sesiones 
donde se introduzcan contenidos nuevos y según su finalidad. 


e Motivación. 


Desarrollo 


de nuevas ideas e Consolidación de 


e Conocimientos previos. procedimientos nuevos. 


+ Exploración de ideas nuevas. e Introducción de nuevas ideas. e Repaso. 


e Introducción de destrezas e Ampliación. 
nuevas. 


Consolidación 
y ajuste de ritmos 


Sesiones iniciales 


Figura 16.8.—Ejemplo de secuenciación de sesiones según su función. 


Una unidad didáctica sobre números ente- rias sesiones, según el contenido de cada una 
ros y divisibilidad puede secuenciarse en va- de ellas (tabla 16.3): 
TABLA 16.3 


Sesiones 


1% 


Introducción del conjunto de los números enteros. Valor absoluto y opuesto de un número 
entero. 


2 


Representación y ordenación de los números enteros. Suma y resta de números enteros. 


3." 


Multiplicación y división de números enteros. Propiedades de las operaciones básicas. 


4? 


La jerarquia de las operaciones. Reglas de uso de la calculadora de cuatro operaciones. 


5.* 


Múltiplos y divisores de un número entero. Criterios de divisibilidad. 


6.* 


Números primos y compuestos. Descomposición de un número entero en factores primos. 


72 


Divisores y multiplos comunes de dos 0 mas numeros. Maximo comun divisor y minimo comun 
multiplo de dos o mas numeros enteros. 


8.* 


Resolución de problemas con números enteros y divisibilidad. 


9 


Repaso. Ajuste de ritmos. 


10.* 


Prueba escrita. 
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La elección del número de clases para im- 
partir la unidad didáctica depende de: 


e La experiencia anterior sobre la necesidad 
de tiempo empleado. 

e La importancia en cuanto a su relación 
con otras unidades del curso. 


e La valoración que realiza el profesor 
en cuanto a la importancia de los obje- 
tivos. 


Estas decisiones sobre la planificación 
se pueden organizar en una tabla como la si- 
guiente (tabla 16.4): 


TABLA 16.4 


Organización de la unidad en sesiones de trabajo 


Objetivos 


Tareas 


Contenidos Función 


Cuando se planifica una sesión de clase se 
dispone de un conjunto de tareas, un contenido 
matemático que enseñar y unos objetivos dis- 
tribuidos en sesiones de clase junto a la función 
de dichas clases. Pero aún quedan decisiones 
que tomar para cada sesión de clase: ¿Qué ta- 
reas se incluyen en cada sesión? ¿Cómo se se- 
cuencian las tareas dentro de cada sesión? ¿Qué 
función realizan esas tareas? ¿Cómo se planifi- 
ca la gestión de cada clase? 

Un primer paso consiste en analizar las ta- 
reas según se vio en el capítulo 13. La informa- 
ción la organizamos con la tabla 16.5. 

Una vez analizadas las tareas seleccionadas 
podemos establecer la secuenciación de una se- 
sión de clase (tabla 16.6). 

El diseño de la unidad didáctica será objeto 
de análisis una vez terminado su diseño. Para 
ello, el profesor estudiará el equilibrio de la 
propuesta global de tareas de la unidad aten- 
diendo a los siguientes items: 


e Abarca todos los objetivos previstos. 

e Las tareas se corresponden en importan- 
cia o dificultad de cada objetivo en núme- 
ro y/o calidad de tareas. 

e Garantizan variedad entre contextos de 
problemas. 

e Organizan la secuencia temporal en fun- 
ción del grado de dificultad de las tareas. 

e Potencian algún tipo de competencia ge- 
neral como resolución de problemas o 
modelización. 

e La secuenciación y organización de las 
tareas es adecuada según el estilo de en- 
señanza del profesor y sus previsiones so- 
bre cómo se producirá el aprendizaje. 

e Se ha definido una secuencia temporal. 

e Refleja momentos y funciones de tareas 
en proceso. 


— Conceptos: introducción, consolida- 
ción. 
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TABLA 16.5 


Análisis de una tarea 


Tarea: Tarea _1__: (n.° de orden) Duración aprox._15’_ 


Meta 


Presentar situación: estudio de relación entre múltiplos y di- 
visores de diversos números. 


Recursos/operaciones 


Papel y lápiz, operaciones básicas. 


Elementos 
de la tarea 


Contenido. 


Relaciones de divisibilidad entre enteros. 


Situación aprendizaje 


Científica-escolar (académica). 


Complejidad. 


Ejercicios. 


Presentación. 


Profesor presenta listas de números múltiplos y divisores de 
uno dado y resuelve con alumnos mientras explica: concepto 
de múltiplo, divisor, relación entre ellos, criterios de divisibi- 
lidad, etc. 


Condiciones 


Comunicación: 


e Cómo. 
e Cuándo. 


Profesor presenta ejemplo y pregunta para reconocer regula- 
ridad: ¿Es divisible entre 2? ¿Y entre 3? ¿Cómo podemos re- 
conocer los múltiplos de 2? 

Interacción del profesor con el grupo-clase, dando tiempo 
necesario para que alumnos prueben. 


Agrupamiento alumnos. 


Gran grupo. 


Observaciones 


Actividad introducción. 


TABLA 16.6 


Planificación de una tarea de clase 


Unidad didáctica: 


Sesión de clase: 


Contenido: 
Objetivos: 


Duración: 


Tarea | 


Tarea 2 


Tarea 3 


Tarea 4 
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— Algoritmos: facilitar comprensión y Una parte fundamental de la planificación 
ejercitación. de la unidad didáctica es decidir cómo evaluar 
— Nociones matemáticas: asimilación, los aprendizajes adquiridos, cómo evaluar la 
refuerzo. efectividad de la propia unidad planificada, y en 
— Evaluación. qué medida esos aprendizajes alcanzados for- 


man parte de los rendimientos esperados por el 


= 7 sistema educativo. 
IE Planifica las tareas de una sesión de 


clase. 
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BLOQUE V 


Valoración de los aprendizajes 
y toma de decisiones 


Evaluación en matemáticas 


ISIDORO SEGOVIA ALEX 


INTRODUCCIÓN 


Este capítulo introduce un bloque de tres temas, 
que exponen una reflexión general relativa a la 
evaluación de los aprendizajes de las matemáticas 
escolares, por los individuos y por las instituciones. 
Esta reflexión es parte del contenido didáctico con 
que se aborda el diseño de unidades didácticas, 
contenido necesario para el profesor de Secunda- 
ria. Nos centramos aquí en la evaluación, cuarta 
dimensión del currículo de matemáticas. En el es- 
tudio que venimos haciendo el análisis evaluativo, 
es aquella parte del análisis didáctico que orienta 
la reflexión y organiza el trabajo del profesor de 
matemáticas sobre la evaluación en el medio es- 
colar. En este bloque se realiza una aproximación 
al análisis evaluativo, cuyo objeto de estudio cons- 
ta de los aprendizajes logrados por los escolares, 
de la información recogida, así como de las deci- 
siones que se derivan de su valoración, cuestiones 
que aquí abordamos y exponemos. 

Como hemos visto para las anteriores dimensio- 
nes, el análisis de la evaluación también se estruc- 
tura de acuerdo con un sistema de categorías pro- 
pias u organizadores. Este sistema de categorías 
se estructura en tres tipos generales cuyas deno- 
minaciones propias son: Modalidades y diseño de 
una evaluación, Intervención y toma de decisio- 
nes, y Valoración estratégica e indicadores de ca- 
lidad. Esas categorías sirven para abordar, por 
medio de una diversidad de contenidos didácticos, 
componentes de los organizadores, el análisis eva- 
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luativo de cada contenido matemático escolar. Los 
resultados de esos análisis contribuyen a identifi- 
car, diseñar y poner en práctica los instrumentos, 
técnicas y procesos de evaluación correspondien- 
tes a distintos ámbitos, como son una unidad di- 
dáctica, un bloque de contenidos, el programa de 
una materia, los objetivos generales de un curso o 
competencias matemáticas básicas terminales de 
un ciclo formativo, de los cuales hemos avanzado 
ejemplos en los capítulos anteriores. Los tres or- 
ganizadores constituyen pues un sistema adecua- 
do de contenidos didácticos, cada uno de los cua- 
les consta de sus propias componentes de estudio. 
Mediante esos componentes se analizan las pro- 
puestas que sobre evaluación se hagan, y los re- 
sultados que de ella se obtengan en los distintos 
ámbitos que acabamos de mencionar, sin olvidar 
en cada caso las necesarias y obligadas conexio- 
nes que las propuestas sobre evaluación guardan 
con otros componentes y organizadores conside- 
rados previamente, que se estudian desde las an- 
teriores dimensiones del currículo. 

En este capítulo se estudian y ejemplifican las 
modalidades y diseños de evaluación para las ma- 
temáticas escolares, como un primer organizador del 
análisis evaluativo que aquí comienza. Este organi- 
zador lo abordamos mediante los siguientes compo- 
nentes: funciones y características vinculadas, nor- 
mativas curriculares para la evaluación y momentos 
clave en la evaluación de una unidad didáctica. 
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1. REVISIÓN DEL CONCEPTO — 
DE EVALUACIÓN EN MATEMATICAS 


La evaluación como componente del cu- 
rrículo no está aislada, sino que es parte inte- 
grante del mismo y a cuyas restantes compo- 
nentes complementa. En la medida que marca 
pautas para identificar aquello que han apren- 
dido los estudiantes, y aquello otro que no han 
aprendido y que debe replantearse, ha de con- 
siderarse como dimensión determinante del 
currículo. Los esfuerzos que se realicen para 
mejorar el currículo desde otras dimensiones 
pueden resultar estériles si no se coordinan con 
la evaluación y se orientan los cambios preten- 
didos de modo coherente. 

En el marco del análisis didáctico para unos 
determinados contenidos, el análisis evaluativo 
cierra un ciclo e inicia otro ciclo que replantea 
los contenidos matemáticos escolares y la for- 
ma de abordar su enseñanza y aprendizaje. En 
sus aspectos técnicos y prácticos, este análisis 
valora y estudia en qué medida los escolares 
lograron unas expectativas de aprendizaje sobre 
los contenidos matemáticos escolares en cues- 
tión, delimitados mediante su análisis concep- 
tual. Estos logros se identifican en contraste 
con unos objetivos y competencias, previamen- 
te establecidos durante su análisis cognitivo. 
Igualmente, el análisis evaluativo contempla la 
relación entre la consecución de esas expectati- 
vas y los procesos de enseñanza derivados del 
análisis de instrucción, bien en términos gene- 
rales o en su concreción para una unidad di- 
dáctica determinada. 


1.1. Antecedentes 
A comienzos de la década de los noventa 


del pasado siglo, la sociedad National Council 
of Teachers of Mathematics (NCTM) impulsó 


un modelo de currículo basado en Estándares, 
con influencia considerable en los currículos 
españoles posteriores, mediante la publicación 
de documentos prescriptivos sobre las matemá- 
ticas escolares. En el texto dedicado a los Es- 
tándares de Evaluación sus autores plantean las 
siguientes preguntas: ¿De qué forma hay que 
cambiar un currículo? ¿Cuál es la mejor vía de 
efectuar esos cambios? ¿Cómo saber que se han 
alcanzado unos estándares? En el mismo docu- 
mento se responde que la evaluación es una he- 
rramienta para hacer efectivos los cambios que 
se propugnan. La evaluación, como dimensión 
integrante del currículo, también es una idea 
remarcada; para ello se argumenta que, cuando 
es parte constitutiva de la instrucción mate- 
mática, la evaluación contribuye significativa- 
mente al aprendizaje de todos los estudiantes 
(NCTM, 2003). Esta vinculación interpreta que 
la evaluación no puede ser algo ocasional, sino 
parte común y usual de la actividad docente y 
escolar, con incidencia sobre los procesos de 
aprendizaje y de enseñanza. 

Desde la década de los ochenta predomina 
la preocupación por el papel que juega la eva- 
luación en el currículo. La simple reflexión so- 
bre técnicas, pruebas y criterios de evaluación 
para las matemáticas escolares realizadas hasta 
entonces resultan insuficientes para las necesi- 
dades surgidas de los nuevos currículos. Así, en 
1990, la International Commission of Mathema- 
tical Instruction (ICMI) celebra un seminario 
para revisar en profundidad los roles, funciones 
y efectos de la evaluación en educación mate- 
mática, para superar la brecha detectada entre 
el desarrollo de la educación matemática y las 
prácticas tradicionales de evaluación. El semi- 


' Los Estándares Curriculares son documentos edita- 
dos por el NCTM en 1991 y 2003 que destacan aquello 
que es importante en la enseñanza y aprendizaje en un 
determinado programa de matemáticas. 
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nario Study Assessment in Mathematics Educa- 
tion and its Effects, organizado por el ICMI en 
1991, marca un punto de inflexión para delimi- 
tar los problemas relacionados con la evalua- 
ción en matemáticas. En esos años, el profesor 
de matemáticas en España mantiene un con- 
cepto tradicional y conservador de la evalua- 
ción, centrada en el alumno. 


Consulta el trabajo Currículo de mate- 
máticas para la educación obligatoria en Espa- 
ña durante el período 1945-2010 (2011). Revista 
Educatio Siglo XXI, vol. 29 (2), tabla 11, pp. 166- 
167. Realiza un resumen del papel de la evalua- 
ción en el currículo de matemáticas en España 
descrito en ese artículo. 


1.2. Conexiones entre la evaluación 
y las dimensiones del currículo 


El análisis evaluativo contribuye, por tanto, 
a una reflexión y valoración sobre la planifica- 
ción e implementación de la enseñanza de las 
matemáticas, con intención de mejorar el apren- 
dizaje de los escolares. Distintas condiciones y 
propósitos a que se refiere la evaluación mues- 
tran las conexiones entre las distintas dimensio- 
nes del currículo. Entre ellos destacamos: 


e La selección y organización de aquellos 
contenidos que permiten enseñar una de- 
terminada estructura de manera sistemá- 
tica y coherente. 

e La medida en que los escolares alcanzan 
los objetivos de aprendizaje planificados. 

+ El nivel de desarrollo de cada una de las 
competencias matemáticas de los escola- 
res, determinado mediante el trabajo rea- 
lizado con unos contenidos específicos. 

e La superación de los errores y dificultades 
en el trabajo de los escolares para cada 
tema de matemáticas. 
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e Laelección, organización, aprovechamien- 
to y utilidad de las tareas para el aprendi- 
zaje de los alumnos. 

e El cumplimiento de la función para la 
cual las tareas escolares fueron diseñadas. 

e Las oportunidades que los materiales y 
recursos proporcionan al proceso de 
aprendizaje de los escolares. 

° El empleo de métodos e instrumentos de 
evaluación para obtener información ob- 
jetiva y clarificadora sobre el aprendizaje 
de los escolares. 


IAEA Valora, ordena y justifica, según tu cri- 
terio, la importancia de estos aspectos para la 
evaluación. 


1.3. Concepto de evaluación 


El término evaluar, desde una perspectiva 
general, tiene diferentes acepciones, que corres- 
ponden a distintos sentidos y modos de uso, 
que enumeramos: 


e Tasar, justipreciar, valorar, atribuir cierto 
valor a una cosa. 

e Enjuiciamiento sistemático de la valía o 
el mérito de un objeto. 

e Emitir un juicio sobre un valor en función 
de criterios precisos. 

e Describir los comportamientos cualitati- 
va y cuantitativamente, incluyendo unos 
juicios de valor. 

e Emitir unos juicios de valor mediante 
procesos sociales. 

e Recoger y analizar datos para tomar de- 
cisiones. 

e Probar el valor de una actividad social se- 
gún procedimientos establecidos. 
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ASNO Analiza y explica cuáles de las acep- 
ciones anteriores, a tu juicio, están más relacio- 


nadas con la idea de análisis evaluativo. 


El término evaluación ha evolucionado en 
educación desde una concepción basada en la 
cuantificación de los logros de los estudiantes 
para hacer juicios sobre su aprendizaje, hasta 
ocuparse sobre cómo obtener información con 
la que apoyar una determinada política o to- 
mar decisiones respecto a un programa estable- 
cido. Los expertos suelen distinguir cuatro pe- 
ríodos generales en la evolución de la idea de 
evaluación. Un primero, que abarca hasta co- 
mienzos del siglo XIX, se caracteriza por un 
modo primitivo de evaluación basada en prue- 
bas y test orales. Un segundo abarca el si- 
glo XIX, cuando comienzan las pruebas escritas, 
que sustituyen a las orales y se consideran más 
justas, imparciales y completas, dificultan inter- 
ferencias y favoritismos y permiten que la in- 
formación esté disponible para todos; también 
comienza el uso de técnicas estadísticas para 
cuantificar los resultados. Un tercer período, 
que abarca la primera mitad del siglo XX, se 
denomina período psicométrico; en este tiempo 
se desarrollan distintas modalidades de pruebas 
estandarizadas, como los test de inteligencia 
general, los test de aptitudes y los de rendimien- 
to. En un último período, a partir de la segun- 
da mitad del pasado siglo, se desarrollan pro- 
gramas políticos de evaluación donde los logros 
de los estudiantes se emplean por profesores y 
educadores para elaborar criterios y escala de 
evaluación, así como para tomar decisiones so- 
bre la planificación posterior. En este último 
período se trabajan distintos conceptos de eva- 
luación, según las corrientes pedagógicas en 
que se sustentan. 

Resumimos distintos conceptos de evalua- 
ción tomados de la literatura educativa especia- 


lizada, elaborados al inicio del último período 
y siguiendo un orden temporal. 


«La evaluación constituye una constatación o 
estimación del valor de la enseñanza, considera- 
da no sólo en sus resultados, sino también en su 
proceso de desarrollo..., y contiene en sí el im- 
portante valor de poder servir para su perfeccio- 
namiento, al facilitar la toma de decisiones du- 
rante el proceso didáctico» (Scriven, 1967). 


«La evaluación es el mecanismo que determi- 
na el nivel alcanzado realmente por los alumnos 
en cada uno de los cambios de comportamiento 
previstos antes de emprender un programa edu- 
cativo» (Tyler, 1975). 


«La evaluación es un proceso holístico, orien- 
tado a la descripción de la compleja y dinámica 
naturaleza de la educación y encaminado a aten- 
der las necesidades de diferentes audiencias» 
(Stake, 1975). 


«La evaluación es el proceso de identificación, 
recolección y tratamiento de datos, seguido para 
obtener una información que justifique una de- 
terminada decisión» (Escudero, 1980). 


«La evaluación es el enjuiciamiento sistemá- 
tico del valor o mérito de un objeto..., y ha de 
servir para un mejor conocimiento de las carac- 
terísticas de la enseñanza y una consiguiente 
adopción de decisiones de perfeccionamiento 
sólidamente fundamentadas» (Joint Committee 
of Standars, 1981). 


«La evaluación es el proceso de identificar, ob- 
tener y proporcionar información útil acerca del 
valor o mérito de las metas, la planificación, la 
realización y el impacto de un objeto determina- 
do, con el fin de servir de guía para la toma de 
decisiones, solucionar los problemas de respon- 
sabilidad y promover la comprensión de los fe- 
nómenos implicados» (Stufflebeam, 1987). 
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«La evaluación es la reunión sistemática de 
evidencias, a fin de determinar si en realidad se 
producen ciertos cambios (aprendizajes) en los 
alumnos y controlar, también, el estadio de 
aprendizaje de cada estudiante» (Chadwick y Ri- 
vera, 1991). 


Elabora un listado de características 
distintas asociadas a los conceptos anteriormen- 
te enunciados. Redacta un concepto general de 
evaluación propio. 


Enmarcadas en un ámbito estrictamente 
matemático y centradas en la relación profesor- 
alumno, encontramos conceptos propios: 


«Evaluación es una competencia del profesor 
encaminada a poner en práctica un conjunto de 
técnicas de recogida de datos objetivos sobre el 
desarrollo y progreso de los alumnos» (Cock- 
croft, 1985). 


«Evaluación en matemáticas es la considera- 
ción comprensiva del funcionamiento de un grupo 
o individuo en matemáticas en diferentes contex- 
tos, incluyendo el conocimiento de las matemati- 
cas y su actitud hacia las mismas» (Webb, 1992). 


Localiza artículos sobre evaluación e 
identifica al menos tres nuevos enunciados, rela- 
tivos a este concepto para el currículo de mate- 
máticas. 


1.4. Funciones de la evaluación 
en matemáticas 


Expertos y profesores coinciden en resumir 
las funciones de la evaluación en cuatro varian- 
tes, que describimos abreviadamente. 
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e Función social. Orienta y diferencia a los 
estudiantes y controla el funcionamiento 
del sistema. Contribuye a la toma de de- 
cisiones sobre la promoción de los esco- 
lares. La atención a la diversidad es con- 
secuencia de la función social. Busca la 
instrucción de los estudiantes. 

e Función política. Establece responsabili- 
dades en el proceso, realiza una llamada 
ética a los intervinientes y permite una 
visión crítica del conocimiento. La eva- 
luación de la institución, de los profeso- 
res, de los textos, materiales y recursos 
son ejemplos de orientación ético-política 
de la evaluación. Busca el perfecciona- 
miento del sistema educativo. 

e Función formativa. Identifica el estado del 
conocimiento del alumno; señala sus 
aciertos y errores; regula y orienta el pro- 
ceso de aprendizaje, y busca diagnosticar 
y orientar a los estudiantes. 

e Profesional. Permite una reflexión sobre 
el proceso, su viabilidad y mejora. Busca 
mejorar el plan de formación, el currículo 
y su implementación. 


Identifica las funciones de los distintos 
ejemplos sobre evaluación que se presentan en 
el apartado 2 de este capítulo. 


do sobre las funciones de la evaluación y comple- 
ta la información anterior. Elabora un mapa con- 
ceptual sobre las funciones de la evaluación en 
matemáticas de acuerdo a esas descripciones. 


1.5. Tipos de evaluación 


Cada tipo específico de evaluación se desta- 
ca mediante un adjetivo o expresión comple- 
mentaria. Sin ánimo de ser exhaustivos se pre- 
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sentan algunos tipos de evaluación que se 
refieren, fundamentalmente, a la valoración de 
los aprendizajes escolares y que destacan una o 
varias características principales: quién evalúa, 
qué se evalúa, cómo se realiza la evaluación y 
cuál es el fin de la evaluación. 


e Evaluación inicial o de diagnóstico. Su ob- 
jetivo consiste en establecer una enseñanza 
adecuada a las características de cada 
alumno; se realiza con anterioridad a la 
instrucción o durante su desarrollo. En el 
primer caso antes de programar una uni- 
dad didáctica, con el fin de elaborar una 
programación que atienda a la diversidad 
de acuerdo a las circunstancias del alum- 
nado. En el segundo caso, para detectar 
qué conocimientos presentan dificultades 
y qué estrategias de enseñanza puede esta- 
blecer el profesor para su superación. Tam- 
bién puede constituir una guía de trabajo 
para el propio alumno. Diversos especia- 
listas sugieren que se usen tareas orales o 
escritas para cada alumno, referidas al 
tema en estudio. La expresión evaluación 
de diagnóstico también se emplea para las 
evaluaciones finales de ciclo o curso que 
realizan las administraciones educativas, 
como las de cuarto curso de Educación 
Primaria, u otras instituciones como las 
pruebas PISA, para estudiantes de 15 años. 

e Evaluación de proceso. Su objetivo es pro- 
porcionar evidencias al profesor sobre el 
proceso de enseñanza y aprendizaje y su 
eficacia; en este caso se aconseja emplear 
tareas referidas al grupo clase, a través de 
debates, exposiciones, deberes y diarios. 

* Evaluación formativa. En este caso, el eva- 
luador diseña las pruebas y organiza sus 
resultados considerando todas las varia- 
bles que intervienen en el proceso educa- 
tivo, estudiando la incidencia de cada una 


y tratando de mejorar las condiciones. 
Este tipo de evaluación tiene especial in- 
terés para el análisis evaluativo, como he- 
mos descrito. 

Evaluación sumativa o final. Está centrada 
en la valoración de los resultados del 
aprendizaje, sin implicación alguna en el 
proceso; el ejemplo más extremo de este 
tipo de evaluación consiste en la realiza- 
ción de un examen final en el que se po- 
nen de manifiesto los conocimientos ad- 
quiridos por el alumnado; no hay una 
trascendencia hacia el proceso seguido, 
salvo establecer pautas de recuperación 
para aquellos alumnos que no han alcan- 
zado los mínimos establecidos. 
Evaluación integradora. Referida a la eva- 
luación del aprendizaje de los alumnos en 
todo un curso, etapa o ciclo. Implica la va- 
loración global de los conocimientos ad- 
quiridos en todas las áreas. No exige que se 
alcancen los objetivos propios de todas y 
cada una de las áreas. En este tipo se ubican 
las reuniones de evaluación que realiza el 
profesorado de un curso, coordinadas por 
el tutor, en las que se valora a cada alumno. 
Evaluación interna o autoevaluación. La 
que realiza el alumno sobre su propio 
aprendizaje. En el caso de la evaluación 
de una institución, significa que se realiza 
desde dentro de la misma. 

Evaluación externa. La que realiza el do- 
cente o experto. En el caso de una insti- 
tución, significa que la realizan agentes 
externos a la misma. 

Evaluación continua. Se refiere a la evalua- 
ción que se realiza durante todo el proceso 
educativo con el fin de realizar los reajustes 
necesarios para su mejora; puede conside- 
rarse asociada a la evaluación formativa. 
Evaluación global. Considera todos los 
elementos y procesos que están relaciona- 
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dos con el objeto de la evaluación. Fija la 
atención en el conjunto de las áreas y, en 
particular, en la clasificación cognitiva de 
los contenidos escolares (hechos, concep- 
tos y sistemas conceptuales; procedimien- 
tos; actitudes, valores y normas). 

e Evaluación normativa o con referencia a 
norma. Este tipo de evaluación está aso- 
ciado a la calificación numérica del rendi- 
miento académico, que debe seguir una 
distribución normal y pretende determi- 
nar el lugar que el alumno ocupa en rela- 
ción con el rendimiento de un grupo. 

e Evaluación criterial o con referencia a cri- 
terio. Compara el progreso del alumno en 
relación con metas o criterios establecidas 
previamente a partir de la situación ini- 
cial, dejando de lado la comparación con la 
situación en que se encuentran sus com- 
pañeros. 

e Evaluación cualitativa. Describe e interpre- 
ta los procesos que tienen lugar en el en- 
torno educativo considerando todos los 
elementos que intervienen, fijando la aten- 
ción en la calidad de las situaciones más 
que en los resultados numéricos obtenidos. 


De acuerdo con los cuatro descriptores 
de la evaluación, quién, qué, cómo y para qué, 
identifica cuáles de estas características destacan 
en los diferentes tipos de evaluación descritos. 


Identifica las principales características y 
tipos de evaluación que se presentan en los ejem- 
plos descritos en el apartado 2 de este capítulo. 


2. LA EVALUACIÓN EN EL CURRÍCULO 
DE MATEMÁTICAS 


La evaluación matemática, en nuestro plan- 
teamiento, se centra en recoger y sistematizar 
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información sobre el nivel alcanzado por los 
escolares en sus aprendizajes y valorarla para 
tomar decisiones que ayuden a su progreso y 
desarrollo en las competencias matemáticas, se- 
gún criterios cognitivos específicos, presentados 
en el capítulo 9. En la caracterización de los 
conceptos y en el diseño de instrumentos es 
donde mejor se manifiestan los cambios entre 
los distintos currículos y las diferencias en su 
implementación. En el currículo actual nuestra 
consideración sobre la evaluación se centra en 
la competencia matemática de los escolares, 
en sus distintos componentes. 

En cualquier caso, un enfoque para la eva- 
luación ha de tener siempre en cuenta los dis- 
tintos niveles de reflexión curricular y dar res- 
puesta a cuestiones como ¿por qué evaluar?, 
¿qué valorar?, ¿cómo evaluar? y ¿qué decisiones 
deben afectar a la evaluación? Por ello debe 
contemplar sus finalidades prioritarias y aten- 
der, en cada caso, a esos fines establecidos en la 
propuesta curricular sobre la que se esté traba- 
jando. Actualmente nos ubicamos en un marco 
funcional sobre evaluación, y por ello nos orien- 
tamos a valorar el desarrollo y consolidación 
de las competencias matemáticas específicas y 
a tomar medidas para su progreso. 

Resumimos los distintos tratamientos y 
normativas sobre evaluación en los currículos 
españoles desde 1970, precedentes del actual, 
de los cuales presentamos ejemplos. 


2.1. Evaluación en la Ley 14/1970 
General de Educación (LGE) 


Esta normativa actualiza el planteamiento 
sobre la evaluación respecto a la etapa anterior. 
El objeto de evaluación es el rendimiento ma- 
temático de los escolares. Algunos cambios re- 
lativos a la evaluación respecto a la etapa ante- 
rior fueron: 
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e La valoración del rendimiento se refiere 
tanto al aprovechamiento de los alumnos 
como a la acción de los centros. 

e La valoración de la instrucción de los 
alumnos tiene en cuenta su nivel formati- 
vo e instructivo en cada curso, junto con 
la apreciación de su formación y su capa- 
cidad para el aprendizaje posterior. 

e La valoración se realiza mediante un sis- 
tema de evaluación continua. 

e La calificación final del alumno en cada 
curso comprende una apreciación cualita- 
tiva positiva o negativa y una valoración 
ponderada en el caso de que sea positiva. 

e Se suprimen las valoraciones cuantitati- 
vas y aparecen valoraciones cualitativas 
dentro de un sistema de categorías. 

e La valoración de los alumnos en los cur- 
sos de Bachillerato se realiza mediante la 
calificación conjunta por los profesores, 
en actuación colegiada y siguiendo crite- 
rios de evaluación establecidos en los se- 
minarios didácticos. 


En la década de los setenta, y al amparo de 
esta ley, se impuso un modelo de evaluación 
criterial basado en la determinación de objeti- 
vos Operativos para su alcance por los alumnos, 
la elaboración de ítems asociados a esos obje- 
tivos y la realización de exámenes que pusiesen 
de manifiesto los objetivos adquiridos por los 
alumnos al término del desarrollo de los temas. 

Según se explica en el apartado 4.5 del ca- 
pítulo 2, la evaluación en este período se articu- 
laba mediante un sistema detallado y exhausti- 
vo de objetivos operativos que desarrollaban 
los contenidos de estos programas. Las pruebas 
de evaluación se organizan en ítems singulares, 
que evalúan capacidades muy concretas sobre 
contenidos específicos, progresivos y con leves 
diferencias entre ellos. En la tabla 17.1 vemos 
un ejemplo de objetivos y tareas asociadas a 


objetivos relativos al concepto de fracciones 
equivalentes del tema el conjunto de los Núme- 
ros Racionales en octavo de EGB. 


Realiza una valoración crítica de los 
objetivos y de las tareas de evaluación del ejem- 
plo de la tabla. Identifica sus características y li- 
mitaciones. 


2.2. Evaluación en la Ley 
de Ordenación General del Sistema 
Educativo 1/1990 (LOGSE) 


Esta normativa establece una nueva pers- 
pectiva, que queda recogida y desarrollada en 
los documentos curriculares editados por el 
Ministerio de Educación con denominación co- 
mún de Diseño Curricular Base, uno por cada 
ciclo educativo. Las innovaciones establecidas 
respecto a la normativa anterior se resumen en 
las siguientes ideas: 


e La evaluación recoge información, la sus- 
tenta en juicios de valor y ayuda a tomar 
decisiones fundadas en el proceso de en- 
señanza y aprendizaje. 

e La evaluación propone valorar capacida- 
des a través de indicadores. 

e La evaluación no tiene por objeto valorar 
las conductas ni los rendimientos. 

e La evaluación debe ser continua e indivi- 
dualizada, con carácter formativo y orien- 
tación criterial. 

e La evaluación tiene como finalidad orien- 
tar al alumnado y guiarle en su proceso 
de aprendizaje planificado mediante la 
enseñanza. 


En la reforma establecida por la LOGSE se 
reconocen planteamientos innovadores, que 
proceden de investigaciones y corrientes avan- 
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TABLA 17.1 


Ejemplo de objetivos y prueba de evaluación sobre fracciones equivalentes. 8.” Nivel EGB (LGE) 


Objetivos 


Tareas de evaluación 


1. Dadas dos parejas de frac- 
ciones equivalentes, el 
alumno comprobará que 
lo son y explicará por qué 
lo son: 

. Dadas cuatro fracciones 
no equivalentes y una 
quinta equivalente con 
una de las dadas, el alum- 
no averiguará cuál es 
equivalente y explicará 
por qué lo es. 


. Dada una fracción, el 
alumno escribirá cuatro o 
más que sean equivalentes 
con ella y cuyas compo- 
nentes sean mayores, y ex- 
plicará cómo lo ha hecho. 

. Dada una fracción no 
irreducible, obtener como 
mínimo cuatro equivalen- 
tes a ella. 


A continuación tienes dos parejas de fracciones. Comprueba que 
son equivalentes: (—28, 343) y (4, 49); (9, 180) y (3, 60). 
Explica por qué las fracciones del item anterior son equivalentes. 


A continuación tienes cuatro fracciones. Comprueba cuál de ellas 
es equivalente a la fracción (-13, 15): (+9, 8) (1032, 104) 117, 135) 
(2216, 198). Completa: (13,15) ~ (__, __) porque 

Completa: Para comprobar que dos fracciones son equivalentes te- 
HEMOS QUES dirt debi 
Tienes la fracción (-9, 4). Escribe cuatro fracciones más que sean 
equivalentes a la dada, pero cuyas componentes sean mayores: 
(-9, 14) ~ 

Explica cómo has obtenido las fracciones equivalentes a (-9, 14) en 
éltem AMET a dt 
Completa: para obtener fracciones equivalentes a una dada tenemos 
que multiplicar 

Tienes la fracción (250, 630). Calcula tres fracciones más que sean 
equivalentes a la dada pero cuyas componentes sean menores. 
Tienes la fracción (-30, 60). Calcula tres fracciones equivalentes a 
la dada y cuyas componentes sean menores. 

Explica cómo has calculado en los dos items anteriores las fraccio- 
nes equivalentes y cuyas componentes sean menores. 

Completa: Para obtener fracciones equivalentes a una dada tenemos 
que dividir 


e El carácter global de la calificación que se 
da al alumno, que resume aspectos muy 
distintos e información obtenida con ejer- 
cicios y tareas diferentes; las valoraciones 
ocultan con un solo dato la complejidad 
de los aprendizajes logrados. 

e La temporalización estricta del sistema, e El olvido o descuido para valorar los 
mediante una o dos pruebas escritas cada errores y las preguntas no contestadas. 
trimestre, con semanas dedicadas en exclu- 
siva a realizar exámenes o recuperaciones. 

e La finalidad explícita de las pruebas orien- 
tadas a la entrega de una calificación. 


zadas de pensamiento en la educación matemá- 
tica. También destacan deficiencias puestas de 
manifiesto por el profesorado, relacionadas con 
la práctica real de la evaluación derivada de 
esos principios: 


Para las matemáticas, en el Decreto 106/1992 
se recogen orientaciones específicas de evalua- 
ción que resumimos a continuación: 
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1. Sobre la complejidad de los conceptos 
y procedimientos adquiridos: 


Expresar ideas y relaciones matemá- 
ticas utilizando terminologías, nota- 
ciones y estructuraciones adecuadas 
al nivel de aprendizaje. 

Elaborar y manejar diferentes repre- 
sentaciones y las relaciones entre las 
mismas. 

Justificar los pasos de un procedi- 
miento. 


2. Sobre la capacidad de abstracción: 


. 


Sistematizar, resumir e interpretar 
ideas matemáticas. 

Traducir de un modo de expresión a 
otro y argumentar estrategias de re- 
solución. 

Localizar un concepto en diferentes 
contextos y valorarlo como modelo 
explicativo. 


3. Sobre el dominio jerárquico de los con- 
tenidos: 


e 


e 


Conocer los hechos y términos ade- 
cuados. 

Utilizar algoritmos para los operacio- 
nes conociendo sus limitaciones. 
Analizar y organizar datos y descu- 
brir relaciones. 


4. Sobre el uso de herramientas lógicas: 


. 


Reconocer patrones y proponer hipó- 
tesis, 

Verificar conclusiones y realizar infe- 
rencias. 

Enunciar argumentos, criticarlos y 
elaborar contraejemplos. 
Ejemplificar procedimientos y resul- 
tados generales. 


5. Sobre el uso adecuado de notaciones y 
procedimientos: 


e Utilizar distintas notaciones argu- 
mentando su conveniencia. 

e Comparar ideas matemáticas con 
igual o diferente notación. 

e Utilizar distintos procedimientos y 
explicar su conveniencia. 

e Efectuar ampliaciones y generaliza- 
ciones de procedimientos en resolu- 
ción de problemas. 


Siguiendo esos criterios para el tema de tri- 
gonometría plana, incluimos en la tabla 17.2 un 
ejemplo de autoevaluación propuesto en un li- 
bro de texto, que muestra el tipos de tareas con- 
siderados para las matemáticas de Secundaria 
en este periodo. 


Valora la pertinencia de la prueba de 
evaluación de la tabla 17.2 según los criterios 
de evaluación establecidos para la ESO en la 
normativa curricular. 


2.3. Evaluación en los estándares 
curriculares del NCTM de 1991 


Incluimos los estándares curriculares y de 
evaluación para la educación matemática del 
NCTM por la influencia que han tenido en los 
currículos españoles a partir de su publicación. 
Incluyen un capítulo sobre evaluación y enun- 
cian catorce estándares, tres sobre evaluación en 
general, seis sobre evaluación de los alumnos, 
antecedentes de las competencias matemáticas 
PISA, y cuatro sobre evaluación de programas. 


Estándares sobre evaluación en general 


1. Coherencia. Los métodos y las ta- 
reas que se usen para evaluar el apren- 
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TABLA 17.2 
Ejemplo de tarea de autoevaluación para 4.” de ESO, en el currículo LOGSE 


Objetivos específicos Tareas de autoevaluación 


e Medir ángulos genera- | 1. En una circunferencia de radio 8 cm, un arco mide 10 cm. ¿Cuál es la 
les y distancias relacio- medida en radianes del ángulo central correspondiente? Representa el 
nadas a través de las ra- ángulo sobre la circunferencia considerada. 
zones trigonométricas. . Copia y completa la tabla 
Aplicar la trigonome- 
tría en la resolución de Unidades Angulos 
problemas donde se re- 
presentan triángulos. Grados 218° 


Radianes 137/22 237/14 


Representa los ángulos considerados en una circunferencia. 
. Sabiendo que sen a = -0,682 y que es un ángulo del tercer cuadrante, 
determina: 


a) Las restantes razones trigonométricas del ángulo a. 
b) El valor de a en grados y en radianes. 
c) Otro ángulo menor de 360° con el mismo valor del seno. 


. Representa gráficamente en la circunferencia unidad las razones trigo- 
nométricas del ángulo de 38°; mide los segmentos que representan dichas 
razones. Compara los resultados obtenidos con los que proporciona una 
calculadora. 

. Resuelve el triángulo ABC sabiendo que A = 145°, a=25 cm. Represén- 
talo a escala 1:10. 

. Una cerca plegable se utiliza para rodear la zona de juego de un bebé 
tiene un perímetro de 4 m. El padre forma un triángulo isósceles con la 
cerca; el lado desigual de dicho triángulo mide 1,6 m. Calcula los ángu- 
los del triángulo. 

. Justifica cada una de las igualdades siguientes mediante las propiedades 
de las razones trigonométricas: 


a) sen 3 2/4 = sen 7/4. 

b) cos 2/4 = sen x/4. 

c) tag (4,881 rad) = tag 1,402 rad. 
d) cos 5,642 rad = —cos 2,5 radz. 


dizaje de los alumnos deben ser cohe- temas y los enfoques y actividades do- 
rentes con el currículo en cuanto a: centes. 

metas, objetivos y contenidos mate- 2. Multiples fuentes de información. Las 
máticos, énfasis que se dé a diversos decisiones que se tomen sobre el apren- 
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dizaje de los alumnos deben basarse en 
diversas fuentes que incluyan tareas que 
requieran diferentes tipo de pensamien- 
to matemático y presenten el mismo 
concepto o procedimiento en contextos, 
formatos y situaciones diferentes. 
Métodos y formas adecuadas de evalua- 
ción. Los métodos e instrumentos de 
evaluación deben elegirse en función del 
tipo de información que se quiera obte- 
ner, su uso y el nivel de desarrollo de los 
alumnos. 


Estándares sobre evaluación 
de los alumnos 


4. 


Potencia matemática. La evaluación del 
conocimiento matemático de los estu- 
diantes debe dar información sobre su 
capacidad de aplicar lo aprendido, co- 
municar ideas matemáticas, razonar, 
conocer las estructuras conceptuales y 
procesuales, la actitud hacia las mate- 
máticas, la comprensión de la naturale- 
za de las matemáticas y la integración 
de todos estos aspectos. 

Resolución de problemas. El alumno 
debe ser capaz de formular problemas, 
resolver problemas con distintas estra- 
tegias, comprobar e interpretar resulta- 
dos y generalizar. 

Comunicación. El alumno, en la evalua- 
ción, debe mostrar la capacidad de in- 
terpretar ideas matemáticas y expresar- 
las hablando y escribiendo. 
Razonamiento. Los alumnos, en la eva- 
luación, deben mostrar la capacidad de 
razonar matemáticamente inductiva y 
deductivamente. 

Conceptos matemáticos. La evaluación 
del conocimiento matemático debe 
mostrar que los alumnos son capaces de 


10. 


definir conceptos, ejemplificarlos, re- 
presentarlos de diferentes formas, y co- 
nocer sus distintos significados y sus 
propiedades. 
Procedimientos matemáticos. La evalua- 
ción del conocimiento matemático debe 
evidenciar que los alumnos son capaces 
de aplicar procedimientos, generar pro- 
cedimientos nuevos y verificar sus resul- 
tados. 
Actitud matemática. La evaluación 
también debe contemplar la confianza 
de los alumnos en las matemáticas, la 
valoración de su utilidad práctica y 
cultural y el interés por hacer matema- 
ticas. 

En la tabla 17.3 se ejemplifican ta- 
reas de evaluación para los alumnos. 


Estándares sobre evaluación 
de programas 


11. 


12. 


13. 


14. 


Indicadores de coherencia que deben 
considerarse: resultados de los alum- 
nos, expectativas y apoyo que recibe el 
programa, igualdad para los estudian- 
tes y revisión y reforma del curriculo. 
Recursos curriculares y docentes: La 
evaluación debe atender a los objetivos 
y contenidos, la metodología docente, 
la articulación entre los cursos, los mé- 
todos de evaluación y la disponibilidad 
de nuevas tecnologias y materiales de 
apoyo. 

Docencia: Evaluar la docencia incluye 
considerar el contenido matemático y 
su tratamiento, los énfasis que se dan 
a los diferentes temas, las oportunida- 
des de aprendizaje y los medios y re- 
cursos del aula. 

Equipo de evaluación: la evaluación de 
un programa debe ser realizada por 
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TABLA 17.3 


Ejemplos de tareas de evaluación para distintos estándares 


Estándar 


Tarea 


Potencia matemática 


Dada una caja grande de pasas, botes de distintos tamaños, balanza y 
calculadora: 


1. Estimar el número de pasas que hay en la caja. 

2. Utilizar cualquiera de los materiales para obtener una estimación 
más aproximada. 

3. Comprobar la estimación hecha por diversos métodos. 

4. Registrar los resultados y dar un informe oral del trabajo realizado. 


Resolución de problemas 


Con una calculadora, hallar tres números cuyo producto sea 2.431. Ano- 
ta lo que haces para hallar la respuesta. 


Comunicación 


Imagina que estás hablando con un compañero por teléfono y quieres 
que dibuje algunas figuras. El otro no puede ver las figuras. Escribe una 
secuencia de instrucciones de forma que tu compañero pueda dibujar la 
figura siguiente. 


Razonamiento 


Escribe un argumento para demostrar que sumando el mismo número 
de puntos a la puntuación de un examen de todos los estudiantes, la 
puntuación media se incrementará en esa misma cantidad. 


Conceptos matemáticos 


Soy un cuadrilátero equiangular. ¿Qué tipo de cuadrilátero soy? 


Procedimientos matemáticos 


Hallar el mínimo común múltiplo de los números 6, 9 y 10. 


Actitud matemática 


(Recoger esta información mediante observación informal). 


personas con experiencia sobre evalua- Los principios y estándares del NCTM re- 
ción y que puedan tomar decisiones. cogen las bases de una enseñanza de las mate- 
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máticas de calidad; los principios describen las 
características y los estándares son los conteni- 
dos y procesos que deben aprender los estu- 
diantes; entre los principios para la calidad se 
encuentra el de evaluación, que «no sólo debe- 
ría hacerse a los alumnos sino también para los 
alumnos para guiar su mejora y aprendizaje». 


2.4. Evaluación en la Ley 2/2006 
Orgánica de Educación (LOE) 


Esta normativa realiza un cambio estructu- 
ral importante sobre evaluación respecto a lo 
establecido en las leyes anteriores, al introducir 
la noción de competencia en todos los niveles 
educativos. Este nuevo concepto implica una 
reorientación curricular de gran calado en to- 
das sus dimensiones, en particular en la dimen- 
sión evaluativa, estableciendo cambios en los 
distintos ámbitos en que se aplica y que abar- 
can los procesos de aprendizaje de los alumnos, 
la actividad del profesorado, los procesos edu- 
cativos, la función directiva, el funcionamien- 
to de los centros docentes, la inspección y las 
propias administraciones educativas. La eva- 
luación general del sistema educativo se enco- 
mienda al Instituto Nacional de Evaluación 
Educativa (INEE), institución que trabaja en 
colaboración con los organismos correspon- 
dientes en las Comunidades Autónomas y coor- 
dina los estudios internacionales en los que Es- 
paña participa. Con el propósito de rendir 
cuentas acerca del funcionamiento del sistema 
educativo se regula la presentación de un infor- 
me anual al Parlamento, que sintetice los resul- 
tados que arrojan las evaluaciones generales de 
diagnóstico, los de otras pruebas de evaluación 
que se realicen, los principales indicadores de 
la educación española y los aspectos más des- 
tacados del informe anual del Consejo Escolar 
del Estado (MEC, 2006) 


La normativa de la LOE establece dos tipos 
diferentes de evaluación: la evaluación continua 
y global de los procesos de aprendizaje del 
alumnado (artículos 20 y 28), que contemplan 
su progreso en el conjunto de las áreas, y la 
evaluación de diagnóstico de las competencias 
básicas alcanzadas por los alumnos, que tiene 
carácter formativo y orientador para los cen- 
tros e informativo para las familias y para el 
conjunto de la comunidad educativa (LOE, ar- 
tículos 21 y 29). 

La Orden ECI 2220/2006, que desarrolla el 
currículo de la LOE, dispone que los profesores 
evalúen los aprendizajes de los alumnos toman- 
do como referencia las competencias básicas, 
los objetivos, los contenidos y los criterios de 
evaluación de cada una de las materias, recogl- 
dos en los anexos correspondientes y en la pro- 
puesta curricular incluida en el proyecto edu- 
cativo de su centro. Los criterios de evaluación 
de las materias serán referente fundamental 
para valorar hasta qué grado se han adquirido 
los aprendizajes y las competencias básicas. 

En el Anexo I de dicha Orden el legisla- 
dor contempla también orientaciones para la 
evaluación del rendimiento de los estudiantes, 
señalando la importancia de tomar en conside- 
ración varias dimensiones: los conceptos ma- 
temáticos en juego, los procesos que se deben 
activar para afrontar con éxito la situación 
planteada y los contextos en los que se plantean 
las actividades. En este sentido es necesario en- 
fatizar las estrategias de evaluación asociadas a 
la resolución de problemas en contextos reales, 
de forma que el alumnado pueda aplicar sus 
conocimientos y capacidades adquiridas en si- 
tuaciones familiares, centrando la evaluación 
en aquello que sea imprescindible para prose- 
guir los procesos de aprendizaje. 

Los criterios de evaluación constituyen un 
referente fundamental respecto a qué debe eva- 
luarse e indican aquellos aprendizajes que se 
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consideran básicos y esenciales para que el 
alumnado pueda enfrentarse sin dificultades a 
las actividades que realicen en lo sucesivo. Es- 
tos criterios están construidos siguiendo pau- 
tas de selección de los conocimientos y expec- 
tativas prioritarios que expresan cuál es el tipo 
y grado de aprendizaje que debe alcanzarse, 
pero no enuncian tareas de evaluación, ya que 
han de concretarse en propuestas específicas 
que los hagan más significativos. Cada curso 
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incluye un listado de varios criterios de evalua- 
ción acompañados de aclaraciones, que requie- 
ren su concreción por el profesor en tareas de 
evaluación. 

La tabla 17.4 presenta un ejemplo de crite- 
rio de evaluación sobre el bloque de Números 
en primer curso y otro de Geometría (trigono- 
metría) en cuarto, opción B, ambos para la 
ESO, según el Real Decreto 1631/2006 de ense- 
ñanzas mínimas. 


TABLA 17.4 


Ejemplo de criterios de evaluación para ESO en el currículo LOGSE 


Contenidos 


Criterio de evaluación 


Aclaraciones al criterio 


Bloque 2: Números. 

Naturales, enteros, deci- 
males, operaciones, por- 
centajes, proporcionalidad 
y resolución de problemas. 


Utilizar números enteros, 
fracciones, decimales y por- 
centajes sencillos, sus ope- 
raciones y propiedades, 
para recoger, transformar e 
intercambiar información 
y resolver problemas rela- 
cionados con la vida diaria. 


Se trata de valorar la capacidad de 
identificar y emplear los números y 
las Operaciones, siendo consciente de 
su significado y propiedades, elegir la 
forma de cálculo apropiada (mental, 
escrita o con calculadora) y estimar 
la coherencia y precisión de los resul- 
tados obtenidos. 


Bloque 4: Geometría. 
Razones trigonométricas. 
Relaciones entre ellas. Re- 
laciones métricas en los 
triángulos. Uso de la cal- 
culadora para el cálculo de 
ángulos y razones trigono- 
métricas. 


Utilizar instrumentos, 
fórmulas y técnicas apro- 
piadas para obtener medi- 
das directas e indirectas en 
situaciones reales. 


Se pretende comprobar la capacidad 
de desarrollar estrategias para calcu- 
lar magnitudes desconocidas a partir 
de otras conocidas, utilizar los instru- 
mentos de medida disponibles, aplicar 
las fórmulas apropiadas y desarrollar 
las técnicas y destrezas adecuadas 
para realizar la medición propuesta. 


Estos ejemplos manifiestan el énfasis puesto 
en que la evaluación contemple la funcionali- 
dad de los contenidos, en sintonía con la idea 
de competencia matemática. 

Un ejemplo de tarea de evaluación para el 
caso del primer criterio sería: En época de reba- 
jas los productos de un comercio de electrodo- 
mésticos tienen un descuento de un 30%. Si una 
lavadora está marcada en 273 euros, ¿cuál es el 
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precio final aproximado? Explica de manera jus- 
tificada el procedimiento que has seguido. 


G= 1A Redacta una tarea relativa al segundo 
criterio de evaluación indicado en la tabla anterior. 


Desde el estudio PISA 2003 las tareas ela- 
boradas por la OCDE para las evaluaciones de 
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PISA han servido de paradigma a las tareas, 
problemas y cuestiones de evaluación en mate- 
máticas, según el marco curricular establecido 
por la LOE. 


Localiza en una base de datos sobre 
educación matemática documentos teóricos y ca- 
sos prácticos que ejemplifiquen la evaluación en 
el período 2006-2013. Identifica sus característi- 
cas y limitaciones. 


2.5. Evaluación en la Ley 8/2013 
Orgánica para la Mejora 
de la Calidad Educativa 


Esta normativa mantiene vigente parte de 
la LOE, conserva la noción de competencia e 
introduce un nuevo elemento en la noción de 
currículo: los estándares de aprendizaje evalua- 
bles. Los estándares son especificaciones de los 
criterios de evaluación que describen los resul- 
tados de los aprendizajes, concretan lo que el 
estudiante debe conocer, comprender y saber 
hacer en cada asignatura. Los criterios se des- 
criben en el Real Decreto 1105/2014, que esta- 
blece el currículo básico de la Educación Se- 
cundaria Obligatoria y del Bachillerato. La 
normativa manifiesta expresamente que el cu- 
rrículo se ha diseñado partiendo de los objeti- 
vos propios de la etapa y de las competencias a 
desarrollar a lo largo de la misma, mediante el 
establecimiento de bloques de contenido, crite- 
rios de evaluación y estándares de aprendizaje, 
observables, medibles y evaluables, que serán 
referentes en la planificación de la concreción 
curricular y en la programación didáctica y per- 
mitirán graduar el rendimiento o logro alcan- 
zado. Este planteamiento debe contribuir y fa- 
cilitar el diseño de pruebas estandarizadas y 
comparables. 


Constituye un cambio destacable respecto a 
la anterior normativa e introduce una excesiva 
complejidad en el proceso de evaluación. La 
normativa de la LOE delimitaba sólo algunos, 
pocos, criterios de evaluación para cada curso, 
que cada profesor debía concretar en tareas de 
evaluación. Con la nueva normativa se referen- 
cian hasta doce criterios de evaluación en cada 
curso y para cada tema, considerando para 
cada criterio ocho estándares de aprendizaje y 
evaluación. Por ejemplo, en tercer curso de la 
ESO se presentan un total de veinticinco crite- 
rios de evaluación y noventa y tres estándares 
de aprendizaje y evaluación. 

Vemos como ejemplo, según aparecen en 
esta normativa, los criterios de evaluación rela- 
tivos a la trigonometría para cuarto curso de la 
ESO (Matemáticas orientadas a las enseñanzas 
académicas) (tabla 17.5). 


INEA Redacta, al menos, tres tareas de eva- 
luación relativas a los criterios enunciados en la 
tabla anterior. 


Para la ESO se establece que la evaluación 
del proceso de aprendizaje del alumnado será 
continua, formativa e integradora, y que los 
profesores evaluarán tanto los aprendizajes del 
alumnado como los procesos de enseñanza y su 
propia práctica docente, para lo que establece- 
rán indicadores de logro en las programaciones 
didácticas. 

También se establece una prueba final de 
etapa necesaria para la obtención del título 
de graduado. Es responsabilidad del MECD 
determinar los criterios de evaluación, las ca- 
racterísticas de las pruebas y su diseño, así como 
establecer su contenido para cada convocato- 
ria. Habrá dos modalidades, la de enseñanzas 
académicas, que da acceso al Bachillerato, y la 
de enseñanzas aplicadas, que da acceso a los 


© Ediciones Pirámide 


TABLA 17.5 
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Criterios y estándares de evaluación para ESO en el currículo LOMCE 


Contenidos 


Criterio de evaluación 


Estándares de aprendizaje y evaluación 


Bloque 2: números y ál- 
gebra. 

Elaboración y utiliza- 
ción de estrategias para 
el cálculo mental, para 
el cálculo aproximado y 
para el cálculo con cal- 
culadora u otros me- 
dios tecnológicos. 


4. Elegir la forma de 
cálculo apropiada (mental, 
escrita o con calculadora), 
usando diferentes estrate- 
glas que permitan simplifi- 
car las operaciones con nú- 
meros enteros, fracciones, 
decimales y porcentajes, y 
estimando la coherencia y 
precisión de los resultados 
obtenidos. 


4.1. Desarrolla estrategias de 
cálculo mental para realizar cálculos 
exactos o aproximados valorando la 
precisión exigida en la operación o 
en el problema. 

4.2. Realiza cálculos con números 
naturales, enteros, fraccionarios y 
decimales decidiendo la forma más 
adecuada (mental, escrita o con cal- 
culadora), coherente y precisa. 


4.°(EA) | Bloque 3: Geometría. 


Medidas de ángulos en 
el sistema sexagesimal y 


en radianes. Razones 
trigonométricas. Rela- 
ciones entre ellas. Rela- 
ciones métricas en los 
triángulos. 

Aplicación de los cono- 
cimientos geométricos 
a la resolución de pro- 
blemas métricos en el 
mundo físico: medida 
de longitudes, áreas y 
volúmenes. 


1. Utilizar las unidades 
angulares del sistema mé- 
trico sexagesimal e interna- 
cional y las relaciones y ra- 
zones de la trigonometría 
elemental para resolver 
problemas trigonométricos 
en contextos reales. 

2. Calcular magnitudes 
efectuando medidas direc- 
tas e indirectas a partir de 
situaciones reales, emplean- 
do los instrumentos, técni- 
cas o fórmulas más adecua- 
das y aplicando las unidades 
de medida. 


1.1. Utiliza conceptos y relaciones 
de la trigonometría básica para re- 
solver problemas empleando medios 
tecnológicos, si fuera preciso, para 
realizar los cálculos. 

2.1. Utiliza las herramientas tecno- 
lógicas, estrategias y fórmulas apro- 
piadas para calcular ángulos, longi- 
tudes, áreas y volúmenes de cuerpos 
y figuras geométricas. 

2.2. Resuelve triángulos utilizando 
las razones trigonométricas y sus re- 
laciones. 


ciclos formativos de grado medio. La nota fi- 
nal de la prueba será la media ponderada entre 
la media de la ESO (70%) y la de la prueba 
(30%). 

En el caso del Bachillerato, la evaluación del 
aprendizaje será continua y diferenciada según 
las distintas materias, tendrá carácter formativo 
y servirá de instrumento para la mejora de los 
procesos de enseñanza y de los procesos de 
aprendizaje. Es responsabilidad del profesora- 
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do evaluar los procesos de enseñanza y su pro- 
pia práctica docente, para lo que se establece- 
rán indicadores de logro en las programaciones 
didácticas. También en el caso del Bachillerato 
se ha establecido una prueba final como requi- 
sito para la obtención del título y de acceso a 
la universidad; estas pruebas son diseñadas por 
el MECD y la calificación final será la media 
ponderada de las notas de Bachillerato (60%) 
y las de la prueba (40%). 
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Incluimos dos ejemplos de tareas de evalua- diseñadas en el estudio TIMSS 2011, que si- 


ción liberadas de matemáticas para 2." de ESO, guen la evaluación de la LOMCE. 


Venta de bebidas gaseosas 
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El gráfico muestra las ventas de dos tipos de bebidas gaseosas durante 4 años. 
Si las tendencias de las ventas continúan durante los próximos 10 años, 
determina el año en que las ventas de Guinda Cola serán iguales a las ventas 
de Limón Cola. 
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Figura 17.1.—Ejemplo de tarea de evaluación, Bloque Estadística, 2.” de ESO. TIMSS 2011. 


A B 


¿Cuál es la suma de todos los ángulos interiores del pentágono ABCDE? 
Muestra tus cálculos. 


Respuesta: 


Figura 17.2.—Ejemplos de tarea de evaluación, Bloque Geometría, 2.” de ESO. TIMSS 2011. 
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Localiza en una base de datos docu- 
mentos teóricos y casos prácticos que ejemplifi- 
quen la evaluación desde 2013. Identifica sus 
características y limitaciones. 


3. MODALIDADES Y MOMENTOS _ 
EN EL PROCESO DE EVALUACIÓN 
EN UNA UNIDAD DIDACTICA 


Las modalidades de evaluación vienen es- 
tablecidas en las normativas curriculares, que 
se encargan de enumerar y caracterizar la di- 
versidad y tipos de evaluación que en ellas 
se contemplan. El interés creciente de la socie- 
dad y de la administración educativa respecto 
a la evaluación se pone de manifiesto en el 
tratamiento dado a esta noción en la LOE, 
donde se usa el término en no menos de 120 
ocasiones, con más de diez significados dife- 
rentes. De ahí la conveniencia de abordar el 
estudio de las modalidades vigentes en la ac- 
tualidad y su empleo en el diseño de unidades 
didácticas. 


Localiza en el texto de la LOMCE la 
frecuencia del término y describe alguno de los 
usos de esta noción de evaluación. 


Distinguimos los momentos de evaluación 
de una unidad didáctica según etapas y fases 
del proceso. 


3.1. Etapas en el proceso 


Evaluación inicial. Antes de comenzar el tra- 
bajo de la unidad didáctica, incluida su plani- 
ficación, el profesor debe identificar a grandes 
rasgos los conocimientos previos y las concep- 
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ciones de sus alumnos, conocimientos y signi- 
ficados a partir de los cuales diseñar una uni- 
dad didáctica. Esa evaluación puede hacerse 
mediante una prueba general bien diseñada o 
bien mediante tareas en las que el alumno se 
enfrente al reto de expresar lo que sabe en sus 
propios términos. 

Evaluación del seguimiento. En esta fase el 
profesor debe registrar información atendiendo 
a dos funciones: 


e Diagnóstico del aprendizaje, es decir, ana- 
lizar cómo progresan los alumnos, detectar 
los significados parciales, sus errores, difi- 
cultades y sus diferentes ritmos de apren- 
dizaje, e ir adecuando las tareas a la diver- 
sidad del aula. 

e Retroalimentación de la gestión de la en- 
señanza con base en la detección de erro- 
res y dificultades que afectan a varios 
alumnos y a través de nuevas tareas más 
precisas y adecuadas en cada caso. 


Evaluación a término. En este caso el profe- 
sor debe valorar el estado de consecución de 
objetivos y competencias asociados a la uni- 
dad didáctica. La diversidad de objetivos debe 
acompañarse de una diversidad de tareas para 
evaluar; no es lo mismo la capacidad de expre- 
sarse verbalmente, que requiere observar al 
alumno en una discusión o presentación, que 
aplicar un concepto a una situación práctica, 
que puede evaluarse en una prueba escrita. La 
evaluación a término tiene también un carácter 
diagnóstico que lleva a diseñar actividades para 
recuperar aspectos no afianzados. 


Ejemplifica mediante una tarea de 
evaluación para el tema de Trigonometría de 4.° 
de ESO cada una de las etapas descritas. 
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3.2. Fases en el proceso de evaluación 


Desde una perspectiva organizativa se dis- 
tinguen tres fases en el proceso de evaluación. 

Recogida de información, que se realiza so- 
bre alguno de los componentes o actividades de 
la enseñanza. Se puede realizar de varias for- 
mas, observando el trabajo del alumno a través 
de cuestiones orales, tareas escritas, cuestiona- 
rios de respuesta cerrada, exposiciones en clase, 
trabajos de resolución de problemas, observa- 
ción de debates, trabajos en grupo, trabajos de 
investigación, tareas para casa y diarios. 

Los expertos establecen diversos criterios 
para seleccionar o elaborar tareas de evalua- 
ción; los más destacados son: 


e Relevancia práctica: las tareas deben te- 
ner un significado práctico. 

e Coherencia: las tareas deben permitir al 
estudiante emplear sus propias técnicas 
de resolución y que éstas no le sean im- 
puestas. 

e Rango de respuestas posibles: las tareas 
deberían condicionar menos el nivel de 
respuestas posibles que pueda proporcio- 
nar el estudiante. 

e Extensión y valor de la tarea: Debe haber 
tareas de mayor extensión que las usuales 
que permitan mostrar pensamientos ma- 
temáticos de orden superior. 

e Modos de trabajar la tarea: Los estudian- 
tes deben tener también la oportunidad 
de resolver tareas de forma cooperativa 
como en un ambiente usual de trabajo. 


Interpretación, valoración y enjuiciamiento 
de la información de acuerdo a los criterios 


marcados por una determinada corriente teó- 
rica o esquema conceptual. En el marco cog- 
nitivo que seguimos los errores están asociados 
a las dificultades en el aprendizaje de las ma- 
temáticas y deben ser considerados como ma- 
nifestaciones de la existencia de significados 
insuficientes o inadecuados sobre los concep- 
tos relacionados con esas dificultades. Las di- 
ficultades son de procedencia y naturaleza va- 
riada (desarrollo cognitivo de los alumnos, 
currículo de matemáticas, métodos de enseñan- 
za y actitudes afectivas hacia la matemática) y 
es crucial su identificación para mejorar la en- 
señanza. 

Toma de decisiones, relativas al mejoramien- 
to del sistema, ya sea en su conjunto, o en al- 
guna de sus componentes. 

Son tres los tipos de decisiones a tomar: 


e Sobre el proceso: decidir qué métodos de- 
ben usarse para mejorar el resultado. 

e Sobre los individuos: identificar necesi- 
dades de los alumnos para planificar su 
instrucción y juzgar sus méritos y califi- 
carles. 

e Sobre el sistema educativo: juzgar su ca- 
lidad y la de los profesores. 


Las decisiones de la evaluación no se de- 
ben orientar a la selección de los estudiantes, 
sino a incentivar el máximo de sus potenciali- 
dades. 


INS Esquematiza las etapas, fases y prin- 
cipales criterios de valoración en el tratamiento 


actual de la evaluación en el currículo de mate- 
máticas. 
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Rendimiento escolar, criterios 


e instrumentos 


ANTONIO MORENO VERDEJO 


INTRODUCCIÓN 


En ocasiones, durante la implementación de una 
unidad didáctica los docentes cuestionan su de- 
sarrollo y se interrogan sobre sus prioridades: ¿qué 
es más importante, que el estudiante memorice las 
tablas de multiplicar o que resuelva problemas que 
requieran la multiplicación?, ¿que elabore estrate- 
gias personales de resolución de problemas o que 
sistematice los algoritmos algebraicos para su re- 
solución? La respuesta a estas y otras cuestiones 
similares se produce a partir de las expectativas 
de aprendizaje propuestas, de la información y los 
resultados obtenidos, de su interpretación y de las 
repercusiones derivadas. En definitiva, del modo 
en que el profesor concibe la evaluación y opta por 
una intervención técnica basada en decisiones 
prácticas y funcionales. 

En el diseño de una unidad didáctica, el profesor 
escoge los significados o focos principales de los 
conceptos que imparte, las expectativas prioritarias 
sobre su aprendizaje y las tareas para su consecu- 
ción. Dichas expectativas son guías y sirven como 
referentes para calibrar la información que propor- 
cionan los estudiantes sobre su propio aprendizaje; 
también suministran pautas para revisar los conte- 
nidos, ajustar las tareas escolares y reestructurar la 
secuencia de instrucción. Al evaluar a los escolares 
durante la implementación de la unidad, el profesor 
identifica los logros alcanzados en aquellos apren- 
dizajes que los estudiantes están trabajando o han 
trabajado, y toma decisiones para reconducir aque- 
llos otros que no maduran, se malogran u olvidan. 
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Evaluar implica actuar, y para actuar el profesor 
necesita criterios en que apoyar su toma de deci- 
siones. La evaluación no consiste en un momento 
terminal aislado, sino que precisa una intervención 
continuada del profesor durante el desarrollo de la 
instrucción. Evaluar es una acción ubicua, que im- 
plica revisar y reconducir el proceso de aprendiza- 
je, aportar objetividad y proporcionar técnicas para 
calibrar el progreso de los escolares en determina- 
dos momentos clave. Concluidas las labores de 
diagnóstico, el ciclo de la evaluación se completa 
con la toma de nuevas decisiones y su nueva pues- 
ta en práctica. 

La evaluación enjuicia el logro de determinadas 
expectativas. Las condiciones técnicas de la eva- 
luación contribuyen a objetivar y discernir los tipos, 
calidad y nivel de los aprendizajes realizados, de- 
terminar criterios para su calificación, diseñar es- 
trategias y seleccionar tareas de valoración. Las 
expectativas y los criterios de evaluación requieren 
de instrumentos y técnicas apropiados para orde- 
nar y graduar los logros obtenidos y así acreditar 
el rendimiento. 

La evaluación se lleva a cabo mediante tareas 
y actividades matemáticas escolares, medios para 
recoger y sistematizar la información que propor- 
cionan los estudiantes. Las tareas para evaluar el 
aprendizaje escolar deben ajustarse a los princi- 
pios y métodos considerados para su reconoci- 
miento, tanto en el corto como en el largo plazo, 
como se ha visto en los capítulos 9 y 12. 
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Este capítulo introduce nuevos contenidos di- 
dácticos: el rendimiento matemático escolar, los 
criterios y los instrumentos de evaluación, y los 


1. RENDIMIENTO MATEMÁTICO 
ESCOLAR 


Como hemos manifestado en el capítulo 17, 
entendemos por rendimiento matemático esco- 
lar los logros y el desarrollo alcanzados por 
unos escolares concretos sobre una determina- 
da estructura conceptual, de acuerdo con un 
programa y unos objetivos propuestos previa- 
mente. 

Por razones de tradición, en el medio esco- 
lar se ha venido considerando que las pruebas 
sobre destrezas de cálculo, los tests matemáti- 
cos convencionales o las pruebas terminales de 
curso o ciclo son ejemplos canónicos de prue- 
bas de rendimiento matemático. No comparti- 
mos este planteamiento. Un simple listado de 
preguntas y ejercicios, sin otro fundamento, no 
es una prueba de rendimiento. Como se verá 
más adelante, las evaluaciones PISA son estu- 
dios de rendimiento basados en los logros de 
los países participantes, donde las cuatro varia- 
bles indicadas están bien establecidas, si bien 
los sujetos son los propios sistemas educativos 
estatales. 


Localiza en la red un ejemplo de prue- 
ba de cálculo, de un test estandarizado y de una 
prueba terminal de matemáticas para alumnos de 
Secundaria Obligatoria. 

¿Cuánta información es necesaria en cada 
instrumento para que evalúe un rendimiento? 


componentes del organizador curricular Interven- 
ción y toma de decisiones, que estudian esta 
dimensión. 


1.1. Rendimiento de un escolar 
o de un grupo 


La valoración del rendimiento de cada estu- 
diante o grupo acerca de un concepto o estruc- 
tura matemática viene inferida de las respues- 
tas dadas por ese escolar, o grupo de escolares, 
a una selección de preguntas y tareas de evalua- 
ción sobre dicha estructura, tareas que son or- 
ganizadas mediante pruebas, valoradas según 
unos criterios elaborados al efecto e interpreta- 
das de acuerdo a unos objetivos. 

En su versión más sencilla el rendimiento de 
un escolar sobre un objetivo se expresa por el 
porcentaje de los aciertos obtenidos en la reali- 
zación conjunta de las tareas propuestas para su 
valoración. Usualmente, el logro de un objetivo 
no se reduce al acierto o fracaso en una única 
tarea —rendimiento del escolar en una tarea—, 
sino que son los aciertos en distintas cuestiones 
que abordan el objetivo, junto con algún criterio 
complementario de ponderación, los que deter- 
minan el rendimiento del escolar en un objetivo, 
como criterio valorativo conjunto, basado en el 
logro del total de tareas, pero sopesado según la 
importancia de cada una de ellas. 

El rendimiento de un grupo acerca de una tarea 
concreta lo da el porcentaje medio de éxitos lo- 
grado por el total de los escolares del grupo en esa 
tarea. El rendimiento de un grupo en un objetivo se 
obtiene aplicando los mismos criterios de ponde- 
ración en los rendimientos de las distintas tareas 
que lo evalúan, para el total de los escolares. 
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En el capítulo 9, apartado 5, se inclu- 
yen once objetivos del tema Límite finito de una 
función en un punto. A partir de esos objetivos: 


e Enuncia una prueba con cuatro tareas, cada 
una de las cuales evalúe un objetivo distinto. 

e Enuncia otra prueba también de cuatro ta- 
reas que, conjuntamente, evalúen un solo 
objetivo. 


1.2. Rendimiento y logro de objetivos 


Los estudios sobre rendimiento tienen como 
primer empeño proporcionar información de 
cada alumno sobre su logro de los objetivos, el 
progreso sobre los contenidos evaluados y las 
deficiencias detectadas en los aprendizajes in- 
dividuales para su corrección. 

Las tareas de evaluación seleccionadas de- 
ben proporcionar oportunidades para mostrar 
el logro de las expectativas de aprendizaje sobre 
los contenidos escolares considerados en una 
unidad didáctica o en una asignatura. Los por- 
centajes de éxito conjunto alcanzados en esas 
tareas contribuyen a establecer inferencias plau- 
sibles sobre el desarrollo y progreso de la com- 
petencia matemática de cada sujeto o grupo. 

Esos estudios también proporcionan in- 
formación para comparar rendimientos entre 
alumnos o entre grupos, y sirven para mostrar 
la eficacia de una institución escolar en la pre- 
paración matemática de los escolares en cada 
nivel y grupo sobre temas concretos o sobre 
una disciplina, en general. De este modo los 
alumnos se comparan por su mayor o menor 
rendimiento en el logro y consecución de los 
objetivos establecidos. 

El rendimiento matemático escolar, en defi- 
nitiva, es un valor que resume y expresa la for- 
mación matemática, individual o de grupo, lo- 
grada por los escolares de un nivel y en una 
concreta institución educativa, de acuerdo con 
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su acierto en unas tareas y cuestiones expresa- 
mente diseñadas para esa finalidad. En nuestra 
perspectiva el rendimiento matemático escolar 
es un constructo que abarca un plan de forma- 
ción concreto (con sus distintas componentes 
curriculares), unos escolares de edad y condi- 
ciones sociales conocidas, y unos intrumentos 
y criterios de valoración bien definidos. 


Establece ponderaciones para las ta- 
reas escolares de la segunda prueba redactada 
en la actividad anterior. Justifica los porcentajes 
asignados en cada caso. Establece tres diferen- 
cias entre la prueba sin ponderar y la prueba con 
ponderaciones. 


El rendimiento de un escolar en una prueba 
se entiende como un valor que muestra su do- 
minio de unos objetivos. El rendimiento mate- 
mático de un escolar es un índice contextualiza- 
do y comparativo de su proceso de aprendizaje. 

La evaluación del rendimiento se realiza 
mediante una técnica, coyuntural y variable, 
que informa sobre ese proceso y proporciona 
ayuda para su avance y desarrollo. Por esa ra- 
zón hay que esperar que el rendimiento de un 
escolar y de un grupo se modifiquen como efec- 
to del proceso de aprendizaje. 


Redacta tres tareas sobre el concep- 
to matemático Límite finito de una función que 
muestren cómo evaluar el logro progresivo de los 
objetivos anteriores del capítulo 9. 


2, EVALUACIÓN DE LOS CONTENIDOS 
MATEMATICOS 


Sujetos, contenidos, objetivos e intrumentos 
son las variables que delimitan el constructo 
rendimiento escolar. Consideramos que un es- 
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tudio evaluativo trata sobre rendimiento mate- 
mático escolar cuando concreta las cuatro va- 
riables mencionadas. Criterios e instrumentos 
son aspectos complementarios en una evalua- 
ción. Los instrumentos concretan y ejemplifi- 
can los criterios. Las concepciones que los es- 
colares expresan mediante los instrumentos, 
interpretadas según los criterios, muestran su 
mayor o menor dominio de los significados 
aprendidos. 

Los resultados de un escolar en una prueba 
se concretan en la puntuación alcanzada, en un 
porcentaje de respuestas correctas sobre el total 
de cuestiones. La identificación de alumnos con 
alto y bajo rendimiento muestra los diferentes 
significados alcanzados por esos alumnos, en 
términos de unos contenidos y objetivos. 

Reciprocamente, los resultados de una prue- 
ba proporcionan criterios para establecer el do- 
minio alcanzado por el grupo en los distintos 
contenidos matemáticos escolares y comparar 
éstos de acuerdo con su mayor o menor dificultad. 


Elabora una prueba de evaluación para 
la primera prioridad de aprendizaje del tema Nú- 
meros irracionales y reales, según aparecen en 
el capítulo 12, apartado 4. 

Aplica esa prueba a un grupo de escolares 
de primer curso de Bachillerato. Corrige las res- 
puestas y elabora la matriz de resultados de la 
prueba. 

Calcula el rendimiento de cada alumno por 
preguntas y por objetivos. 

Calcula el rendimiento del grupo por pregun- 
tas y por objetivos. 


2.1. Evaluación de una tarea y dificultad 
empírica 


Los resultados conjuntos de un grupo ob- 
tenidos en una evaluación ayudan al profesor 
para que, regularmente, identifique cuánto y 


para qué ha aprendido el grupo de escolares en 
cada unidad didáctica, de manera que pueda 
ayudarles en aquellos aspectos que requieren 
mayor atención y trabajo. 

En ese trabajo los profesores también con- 
sideran y destacan las frecuencias de éxito de 
cada pregunta singular. En el total de respues- 
tas proporcionadas por un grupo en una prue- 
ba concreta, cada tarea tiene su propia puntua- 
ción y su porcentaje de aciertos según el total 
de alumnos que la hayan contestado satisfacto- 
riamente. Para diferenciar los rendimientos de 
los sujetos de estos otros porcentajes se habla 
entonces de la dificultad de una tarea. 

La dificultad de una tarea expresa el porcen- 
taje de alumnos que la han respondido correc- 
tamente en una determinada prueba. Estos 
porcentajes identifican y discriminan los conte- 
nidos matemáticos que han obtenido mayores 
logros de aquellos otros que los han obtenido 
más bajos. La identificación de preguntas con 
alta y baja dificultad muestra aspectos fuertes 
y débiles en el conocimiento de un grupo de 
alumnos sobre unos determinados contenidos 
matemáticos de acuerdo con unos objetivos. 


2.2. Índice de dificultad de una tarea 


Una vez realizada una prueba, la dificultad 
de una tarea se expresa mediante el porcenta- 
je de alumnos que la han entendido y realiza- 
do; a ese porcentaje se le suele llamar índice 
de dificultad de la tarea, debido a que su com- 
plemento con 100 muestra el porcentaje de 
alumnos que no la han respondido correcta- 
mente. De esta manera las preguntas se pue- 
den ubicar en una escala de 0 a 100 y califi- 
carse desde preguntas muy fáciles (próximas a 
100) a preguntas muy difíciles (próximas a 0). 
El número y elección de unos valores interme- 
dios destacables para esa escala se establece en 
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cada prueba, de acuerdo con los resultados 
obtenidos y las necesidades a las que atiende. 

Los expertos consideran los intervalos de 
dificultad como sistema para clasificar tareas, 
como los siguientes: 


TABLA 18.1 


Intervalos para clasificar las tareas 
según su dificultad 


Intervalo Calificación 
para el porcentaje de la tarea 
[0, 30] Muy difícil 
[30, 50] Difícil 
[50, 70] En progreso 
[70, 80] Idónea 
[80, 100] Fácil o adecuada 


Vuelve a la tabla de resultados de la 
prueba obtenida en la tarea 5, relativa al tema 
Números irracionales y reales. 

Calcula el rendimiento de cada pregunta y 
explica cómo se interpretan esos porcentajes. 
Calcula también el agrupado de las preguntas 
relativas a un mismo contenido. 


2.3. Estandarización de pruebas 


La consistencia del currículo de una discipli- 
na se muestra, empíricamente, en la estabilidad 
de los índices de dificultad para las tareas de 
evaluación y en la permanencia del orden que 
guardan las respuestas a una misma tarea, en 
términos de su dificultad, regularidad que se de- 
tecta cuando se aplica la misma prueba a grupos 
distintos de alumnos en condiciones similares. 

El análisis estadístico de datos y las técnicas 
para el estudio de homogeneidad de resultados 
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en la aplicación de una misma prueba a distin- 
tos grupos son técnicas que ayudan a escalar 
la dificultad de una misma tarea, no sólo en 
términos de su complejidad conceptual sino 
también en términos de sus valores normaliza- 
dos. La estandarización de los instrumentos y 
la normalización de los resultados obtenidos 
mediante una misma prueba proporcionan cri- 
terios que permiten aceptar los resultados de 
distintos grupos como muestras provenientes 
de una misma población y establecer compara- 
ciones entre esos grupos mediante sus rendi- 
mientos. 

Las pruebas estandarizadas se basan en este 
hecho empírico: la complejidad del contenido 
de una tarea matemática escolar, y de la deman- 
da cognitiva que plantea, se manifiestan y ex- 
presan mediante su menor o mayor índice de 
dificultad, que ordena las tareas mediante por- 
centajes estables, que se muestran cuando se 
aplican a grandes poblaciones en condiciones 
similares. 


Identifica semejanzas y diferencias en- 
tre las nociones «rendimiento de un escolar sobre 
razones trigonométricas» y «dificultad del con- 
cepto de seno de un ángulo». Pon un ejemplo de 
dichas relaciones. 


3. LA COMPLEJIDAD DE EVALUAR 
MEDIANTE TAREAS 


Los dos indicadores que hemos señalado 
al evaluar una tarea o un objetivo en una prue- 
ba mediante su índice de dificultad, o bien el 
rendimiento del grupo por tareas o por obje- 
tivo, ponen de manifiesto una dualidad no 
siempre fácil de gestionar. ¿Qué ocurre con 
aquellos alumnos que responden sólo a las 
preguntas más sencillas?, ¿cómo considerar las 
tareas que sólo responden los alumnos de me- 
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jor rendimiento?, ¿más aciertos en preguntas 
fáciles muestra mayor dominio que menos 
aciertos en preguntas difíciles? A estas y otras 
cuestiones trata de responder la Teoría de Res- 
puesta al Ítem (TRI), que se utiliza en las 
pruebas diagnóstico y en las evaluaciones in- 
ternacionales. 


3.1. Coordinar la dificultad de las tareas 
y el rendimiento de los escolares 


La Teoría de Respuesta al Ítem sitúa el nivel 
de rendimiento de los alumnos participantes en 
la prueba en una escala basada en el nivel de 
dificultad que presentan las preguntas de la 
prueba. La escala utilizada es común para la di- 
ficultad de las preguntas y para el rendimiento 
de los alumnos. El procedimiento habitual esta- 
blece primero el nivel de dificultad que tienen las 
preguntas o tareas, y a continuación estima la 
puntuación obtenida por cada alumno en fun- 
ción del nivel de dificultad de las preguntas que 
haya sido capaz de responder. 


Localiza información sobre la Teoría de 
Respuesta al Ítem y haz una valoración de su 
utilidad para la evaluación del aprendizaje mate- 
mático escolar. 


La TRI permite también conocer la distri- 
bución de los resultados en distintos niveles de 
rendimiento a partir de unas determinadas 
marcas de nivel, denominadas «puntos de an- 
claje». Los puntos de anclaje se establecen en 
función de los porcentajes de respuestas acer- 
tadas que recibe cada pregunta (cuantos más 
alumnos responden acertadamente, más senci- 
lla resulta la pregunta), no siendo juicios a prio- 
ri sobre lo que se consideran preguntas de alta 
o baja dificultad. Por tanto, tanto las preguntas 


como los alumnos, segun su puntuacion, que- 
dan distribuidos entre los distintos niveles de 
rendimiento. A partir de las preguntas corres- 
pondientes a cada nivel es posible describir las 
capacidades que muestran tener los alumnos de 
uno u otro nivel. 

El apartado 1.2 del capitulo 14 describe los 
niveles de complejidad de las tareas de evalua- 
ción en el estudio PISA utilizando para cada 
nivel los descriptores de las competencias bási- 
cas en los correspondientes ítems criterio. 


3.2. Evaluación y rendimiento 


La evaluación no puede entenderse con un 
instrumento de control diseñado para la pro- 
moción de los alumnos. Entre sus funciones se 
encuentra detectar aprendizajes parciales o fa- 
llidos, circunstancias anómalas que los provo- 
can, y actuaciones y decisiones que permiten 
superarlos. Los estudios sobre rendimiento son 
sencillos y técnicamente muy potentes; de ahí 
que su uso simple y sesgado induzca prácticas 
inadecuadas. 


INMENSA Redacta una breve descripción de po- 
sibles usos apropiados y de otros inadecuados 
relativos al rendimiento matemático escolar. 


Al comienzo de su proceso de formación los 
futuros profesores de matemáticas tienden a 
identificar y confundir evaluación con califica- 
ción; igualmente se identifican los términos 
evaluación y examen. Esa confusión descuida 
el enjuiciamiento y valoración del aprendizaje 
escolar; olvida el componente orientativo de la 
evaluación, la ayuda al alumno para buscar su 
estilo de aprendizaje, y descuida explicitar las 
estrategias más idóneas en el trabajo con los 
alumnos y el estilo de enseñanza más adecuado. 
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Esa confusión se sostiene en el predominio, 
a veces abusivo, de las pruebas y tests estanda- 
rizados basados en el rendimiento escolar, que, 
en ocasiones, han predominado en educación 
matemática. 

Evaluar significa comprender algún aspecto 
del trabajo desarrollado por los alumnos frente 
a una tarea; se trata de un planteamiento dis- 
tinto a dictaminar un éxito o un fracaso. Como 
se argumenta en el capítulo 10, la consideración 
del error como parte constitutiva de los proce- 
sos de aprendizaje y de elaboración del conoci- 
miento excluye la tendencia a culpabilizar y 
penalizar a los escolares de una comprensión 
deficiente, ayudándoles a detectar tales defi- 
ciencias y buscar vías para su superación. 

Estas consideraciones son importantes, ya 
que destacan la necesidad de no reducir la eva- 
luación de los escolares a los estudios sobre ren- 
dimiento y no identificar las tareas de evalua- 
ción con pruebas estandarizadas. 


Identifica y describe argumentos que 
contribuyan a equiparar la evaluación matemática 


y las pruebas estandarizadas. Ejemplifica las li- 
mitaciones de estas últimas. 


3.3. Criterios e instrumentos 


Un modo convencional de establecer el lo- 
gro de unos aprendizajes sobre unos contenidos 
matemáticos comienza por determinar criterios 
e instrumentos mediante los que obtener datos 
complementarios diversos con los que valorar 
el dominio de los escolares. La determinación 
del rendimiento, en términos generales, se hace 
mediante aquellos valores cualitativos o cuan- 
titativos que obtienen grupos de escolares como 
resultado de las respuestas que dan a aquellas 
tareas o preguntas planteadas por esos instru- 
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mentos, aplicando criterios de valoración esta- 
blecidos previamente. La valoración global del 
rendimiento alcanzado en el aprendizaje de los 
conocimientos y destrezas matemáticos alcanza 
su sentido dentro de un marco curricular que 
contempla, en cada caso, las fases de planifica- 
ción, implementación y evaluación, junto con 
los descriptores considerados para cada una de 
ellas. Los resultados de los alumnos contribu- 
yen, conjuntamente, a determinar el rendimien- 
to en un programa de un sistema que viene 
delimitado mediante las componentes antes 
enumeradas. 

Al valorar y corregir el trabajo de los alum- 
nos les informamos de cómo han realizado 
determinada tarea; también podemos determi- 
nar el grado de asimilación de un concepto, el 
dominio de una destreza, la habilidad en la 
elección de un procedimiento y en el uso y ma- 
nejo de estrategias. También el profesor está 
interesado en conocer lo que la clase puede 
hacer y lo que no puede hacer, determinar los 
niveles generales en los que se encuentran sus 
alumnos y las diferencias entre ellos, pudiendo 
localizar las deficiencias y los errores usuales 
aún no superados y valorar el rendimiento lo- 
grado por el grupo respecto de un determina- 
do tópico. 

El rendimiento matemático se establece 
como una cuantificación del dominio escolar 
sobre los diferentes contenidos que se transmi- 
ten y desarrollan con esta disciplina: hechos, 
conceptos y estructuras, dominio de algoritmos 
y destrezas, resolución de problemas, estrate- 
gias y otros. En un planteamiento convencio- 
nal, el rendimiento de un grupo se expresa por 
la distribución de las puntuaciones que los su- 
jetos obtienen con unos determinados instru- 
mentos. El profesor o la administración esta- 
blecen el rendimiento de un grupo al identificar 
el conocimiento de los sujetos mediante unos 
instrumentos acordados. 
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Localiza la página web del Instituto 
Nacional de Evaluación Educativa: http://www. 


mecd.gob.es/inee/portada.html. Entra en el archi- 
vo de una evaluación final de matemáticas para 
un curso de la Educación Obligatoria, encuentra 
los criterios de evaluación allí regulados y discu- 
te la adecuación de los instrumentos a sus cri- 
terios. 


La preocupación social por mantener un 
alto nivel en el dominio de los ciudadanos sobre 
los conocimientos lleva a mantener un segui- 
miento permanente del rendimiento matemáti- 
co escolar en las modernas sociedades y a una 
subsiguiente adopción de medidas correctoras. 


4. LOS CRITERIOS Y LA PRÁCTICA 
DE EVALUAR 


El profesor inicia su planificación de la en- 
señanza determinando qué deberían aprender 
sus alumnos y qué deberían ser capaces de ha- 
cer como consecuencia de dicho proceso. 

Como se vio en los capítulos 9 y 12, es im- 
portante fijar unas expectativas de aprendizaje 
que orienten el diseño y guíen el proceso de 
enseñanza. La evaluación determina en qué 
medida se alcanzan las expectativas de apren- 
dizaje. 


4.1. Criterios y estándares 
de evaluación. ¿Qué evaluar? 


El artículo 29 del RD 1105/2014, que esta- 
blece el Currículo Básico de la Educación Se- 
cundaria Obligatoria y del Bachillerato (BOE, 
núm. 3, 2015), establece: 


Los referentes para la comprobación del 
grado de adquisición de las competencias y el 


logro de los objetivos de la etapa en las eva- 
luaciones continua y final de las materias de 
los bloques de asignaturas troncales y especi- 
ficas, serán los criterios de evaluación y están- 
dares de aprendizaje evaluables (p. 183). 


En este currículo la evaluación considera 
dos referentes: los criterios de evaluación y los 
estándares de evaluación. En el capítulo 2 se 
presentan esos referentes. 

Los criterios de evaluación ayudan a valo- 
rar el logor de objetivos y el desarrollo de com- 
petencias básicas. Describen aquello que se 
quiere valorar y que el alumnado debe lograr, 
tanto en contenidos como en competencias, res- 
pondiendo a lo que se pretende conseguir en la 
asignatura. Los estándares especifican y con- 
cretan los criterios de evaluación y definen lo 
que el estudiante debe saber, comprender y sa- 
ber hacer en cada asignatura en aspectos muy 
concretos. 

La introducción de estándares de apren- 
dizaje son una innovación del currículo de la 
LOMCE. Esos estándares han sido critica- 
dos por su orientación taylorista del apren- 
dizaje escolar, ya que introducen criterios de 
eficiencia en las disciplinas escolares. La eva- 
luación con los estándares impone un predo- 
minio de la medición cuantitativa al concretar 
los criterios de evaluación; por ello, el profesor 
puede perder la visión de conjunto que le 
aporta la evaluación basada en criterios más 
globales. 

A su vez, los criterios de evaluación presen- 
tan enunciados y descripciones generales sobre 
el tipo y grado de aprendizajes que se espera 
que alcance el alumnado. Cada criterio de eva- 
luación lleva asociados unos estándares de 
aprendizaje que generalmente desglosan en los 
estándares la capacidad enunciada en el criterio 
en una o varias. En la tabla 18.2 se muestra un 
criterio de evaluación para el primer y segundo 
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números, que los estándares desglosan en iden- 
tificar, calcular y emplear. 


curso de Enseñanza Secundaria Obligatoria, 
que hace referencia a la capacidad de utilizar 


TABLA 18.2 


Asociación entre criterios de evaluación y estándares de evaluación 


Criterios de evaluación Estándares de evaluación 


1. Identifica los distintos tipos de números (naturales, enteros, 

fraccionarios y decimales) y los utiliza para representar, ordenar 
e interpretar adecuadamente la información cuantitativa. 
Calcula el valor de expresiones numéricas de distintos tipos de 
números mediante las operaciones elementales y las potencias 
de exponente natural, aplicando correctamente la jerarquía de 
las operaciones. 
Emplea adecuadamente los distintos tipos de números y sus 
Operaciones, para resolver problemas cotidianos contextualiza- 
dos, representando e interpretando mediante medios tecnoló- 
gicos, cuando sea necesario, los resultados obtenidos. 


Utilizar números naturales, enteros, 
fraccionarios, decimales y porcen- 
tajes sencillos, sus operaciones y 
propiedades para recoger, transfor- 
mar e intercambiar información y 


resolver problemas relacionados 
con la vida diaria. 


e Deben implicar tanto los procesos de 
aprendizaje del alumnado como los pro- 
cesos de enseñanza. 


Los criterios de evaluación hacen referencia 
a los contenidos de matemáticas mínimos im- 
prescindibles para favorecer el progreso del 


aprendizaje del alumnado. Evitaremos, por tan- 
to, la referencia a todos los contenidos del cu- 
rrículo para evitar bloqueos del alumnado en 
su aprendizaje. 


4.2. Características de los criterios 
de evaluación 


Los criterios de evaluación satisfacen las si- 
guientes características: 


e Deben servir para apreciar las expectati- 
vas de aprendizaje. 

e Deben permitir la valoración del grado de 
adquisición de la competencia matemática. 

e Deben referirse al proceso de aprendizaje. 

e Deben permitir adecuarse a las necesida- 
des peculiares del alumnado. 
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e Deben mejorar progresivamente tanto los 
aprendizajes del alumnado como la prác- 
tica docente. 


La tabla 18.3 ejemplifica un criterio de eva- 
luación de la materia Matemáticas orientadas a 
las enseñanzas académicas de 4.” de ESO, estu- 
dia su formulación y su concreción en estánda- 
res de aprendizaje. 


WAS= 2 Localiza un libro de texto que incluya 
alguna autoevaluación al final de los temas. Ex- 


presa tu criterio acerca de si dichas autoevalua- 
ciones reflejan los aspectos relevantes del tema. 


de cinco ítems, para evaluar el conocimiento SO- 
bre números irracionales de los estudiantes de 
Secundaria, y describe los criterios que has se- 
guido para su redacción. 
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TABLA 


18.3 


Construcción de criterios de evaluación y estándares de aprendizaje 


Criterio de evaluación 


Analizar información proporcionada a partir de tablas y gráficas que representen relaciones funcionales 
asociadas a situaciones reales obteniendo información sobre su comportamiento, evolución y posibles 


resultados finales. 


Descripción del criterio 


Concreción en los estándares 


Capacidad o competencia a evaluar: analizar informa- 
ción (interpretar, representar, describir y relacionar). 


Interpreta críticamente datos de tablas y grá- 
ficos sobre diversas situaciones reales. 


Contenidos implicados: tablas y gráficas que represen- 
ten relaciones funcionales. 


Representa datos mediante tablas y gráficos 
utilizando ejes y unidades adecuadas. 
Describe las características más importantes 


Instrumentos de evaluación a utilizar: tareas donde in- 
tervengan información representada en forma de ta- 
blas y gráficas que representen relaciones funcionales 
tanto de lápiz y papel como planteadas con medios 
tecnológicos. 


que se extraen de una gráfica, señalando los 
valores puntuales o intervalos de la variable 
que las determinan, utilizando tanto lápiz y 
papel como medios tecnológicos. 

Relaciona distintas tablas de valores y sus 


Funcionalidad del aprendizaje: obtener información so- 
bre comportamiento, evolución y posibles resultados 
finales de relaciones funcionales asociadas a situacio- 
nes reales. 


5. EVALUACIÓN POR COMPETENCIAS 


Aplicar un modelo de evaluación por com- 
petencias no implica cambios cruciales en la 
función evaluativa que los profesores desempe- 
ñan. Cada vez que un profesor emite un juicio 
acerca del aprendizaje de sus alumnos tiene en 
cuenta sus capacidades y sus competencias, sl 
bien, en ocasiones, lo hace de manera poco sis- 
temática e intuitiva. Un profesor que hace una 
valoración sobre la competencia matemática de 
un alumno debe fundamentar su juicio en la 
actuación de éste ante una situación abierta y 
distinta —problema—, y en esa realización 
debe mostrar su capacidad para aplicar los con- 
ceptos y procedimientos conocidos (aptitudes, 


gráficas correspondientes. 


capacidades), a la vez que, también, mostrar 
una actitud positiva ante la materia. 

Como se vio en el capítulo 2, antes de la 
incorporación de las competencias en el cu- 
rrículo la evaluación consistía, preferentemen- 
te, en comprobar el logro de aquellos objetivos 
que requerían el dominio de los correspondien- 
tes contenidos. La evaluación por competencias 
amplió ese planteamiento y llevó a su sistema- 
tización mediante su enunciado como nuevas 
expectativas de aprendizaje. 

La competencia matemática proporciona 
expectativas que se desarrollarán a lo largo de 
todo el ciclo educativo. Los objetivos indican 
expectativas que se alcanzan en un curso aca- 
démico. Como vimos en el capítulo 9, al enun- 
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ciar los objetivos con un verbo de acción que 
indica el desarrollo de una capacidad, un con- 
tenido sobre el que trabajar esa capacidad y 
una finalidad, se pretende que el logro de los 
objetivos contribuya al desarrollo de la compe- 
tencia matemática. 

El criterio de la tabla 18.3 permite ejempli- 
ficar la idea anterior. Dicho criterio menciona 
la utilización de los distintos tipos de números 
y la resolución de problemas que requieran su 
uso. La redacción de este criterio emplea ver- 
bos de acción que relacionamos con las com- 
petencias. 


Establece y justifica las relaciones del 
criterio de evaluación de la tabla 18.3 con la com- 
petencia matemática. 


5.1. Criterios y tareas para evaluar 
competencias 


La preocupación por caracterizar y diseñar 
instrumentos adecuados mediante los que lle- 
var adelante la evaluación de la competencia 
matemática de los escolares ha conducido a los 
especialistas a discutir las peculiaridades que 
deben tener tales instrumentos. La presencia 
de la competencia matemática se moviliza y 
detecta en aquellas acciones intelectuales que 
emplean conceptos y procedimientos matemá- 
ticos. Es decir, cuando un alumno actúa mane- 
jando esos contenidos, en situaciones reales 
que los requieran, demuestra su competencia 
matemática. Se trata, por tanto, de tareas ma- 
temáticas escolares con cierto nivel de comple- 
jidad. 

Las ideas trabajadas en los capítulos 9, 13 
y 14 permiten establecer un conjunto de carac- 
terísticas para las tareas de evaluación de com- 
petencias: 
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e Tener relevancia práctica. Muchas cuestio- 
nes presentan una situación de la vida 
real, pero plantean cuestiones que no tie- 
nen significado práctico. 

e Coherencia en la fragmentación de la ta- 
rea. Algunas tareas conducen al estu- 
diante a través de una secuencia de pe- 
queños pasos, que reducen su capacidad 
de decisión. Pocas tareas invitan al es- 
tudiante a seleccionar su repertorio de 
técnicas, recorrer una cadena de razo- 
namientos o comparar métodos alterna- 
tivos. 

e Posibilitar el trabajo con un rango de ca- 
pacidades amplio. 

e Tareas extensas y válidas. El pensamiento 
complejo es más fácil ejercerlo en tareas 
largas que cortas; las experiencias de 
aprendizaje que plantee la tarea deben ser 
válidas. 

e Distintos modos de agrupamiento. Los es- 
tudiantes deben cuidar su capacidad para 
trabajar cooperativamente; por tanto, 
junto a tareas de trabajo individuales se 
pueden plantear tareas cooperativas, que 
faciliten la comunicación entre los estu- 
diantes. 


Selecciona tres tareas de un libro de 
texto y analiza cuáles de las características an- 
teriores tienen. Justifica por qué son adecuadas 
para evaluar competencias, a la vista de sus ca- 
racterísticas. 


5.2. Ejemplo de tarea para evaluar 
competencias 


A continuación se presenta un ejemplo de 
tarea para evaluar la competencia matemática, 
a partir de la adaptación de una propuesta del 
NCTM (2000). 
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7 Procedimiento 
Ejemplo. Barbie hace bungee (salto con o. 
cuerda elástica) Completa cada uno de los pasos siguientes. 
Cuando lo hayas hecho márcalo en el punto 
Nombre —— = Cita a la izquierda. 


Coloca un gran trozo de papel en la pared 
y hasta el suelo de longitud aproximada 
1,90 m. 

Dibuja una linea cerca del extremo supe- 
rior para indicar la altura desde la que 
Barbie hace cada salto. 

Crea un lazo doble para colocar en los 
pies de Barbie. Un doble lazo se hace ase- 
gurando una banda a otra por un nudo 
simple (véase abajo la imagen 1). 

Sujeta la banda estrechamente a los pies 
de Barbie como se muestra en la imagen 
inferior (2). 

Ata otra banda al comienzo de la anterior 


En esta actividad, simulamos un salto bun- usando un nudo, como observas en la 
gee usando una muñeca Barbie y bandas elás- imagen 3. , , 
ticas. e Con dos bandas sujetas, toma el final de 
Antes de que realices el experimento formu- la banda en una mano sujetando en el ex- 
la una conjetura: tremo de la línea marcada en el papel. Su- 
jeta la Barbie con la otra mano y suelta la 
Creo que es el máximo número de muñeca, poniendo una marca en el punto 
bandas elásticas que necesita Barbie para saltar más bajo que se alcanza con el salto. 


Mide la distancia en centímetros y escribe 
el valor en la tabla de datos de la pregun- 


Ahora, realiza el experimento para verificar ta 1, Puedes repetir este salto varias veces 
la conjetura. y apuntar la media de las distancias para 


con seguridad desde una altura de 400 cm. 
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asegurarte. Asegurarse es importante, ¡la 3. Sobre la nube de puntos anterior dibu- 
vida de Barbie depende de ello! ja una línea de ajuste óptimo. 

e Repite el experimento añadiendo bandas 
de dos en dos para cada nuevo salto y 
apunta los datos en la tabla. 

e Cuando hayas completado la tabla res- 


4. ¿Cuál es la relación que hay entre el 
número de bandas y la distancia del 
salto? 


ponds las Cien 2 alate: 5. ¿Cuál es la ecuación de la linea de ajus- 

: te óptimo (se puede usar una calcula- 

Cuestonas dora gráfica o Excel para esta parte de 
1. Completa la tabla siguiente: la lección). 


6. ¿Cuál es la pendiente de la ecuación y 


Número de bandas Distancia del salto qué representa en este contexto? 
elásticas (x) en cm (y) 


7. ¿Cuál es la ordenada en el origen de su 
ecuación y qué representa en este con- 
texto? 


8. Basándose en sus datos, ¿podrías pre- 
decir el número máximo de bandas ne- 
cesarias para que Barbie salte con se- 
guridad 400 cm? 


a) Usando la línea de ajuste óptimo. 
b) Usando la recta de regresión. 
2. Realiza una gráfica de puntos de tus da- 

tos. Indica la escala del eje OX. 9. ¿Son tus predicciones aceptables? Jus- 
tifica la respuesta. Asegúrate al consi- 
derar tus procedimientos para recoger 
datos, registrarlos y representarlos. 


10. Compara tus predicciones de la pre- 
gunta 8 con la conjetura hecha antes 
de hacer el experimento. ¿Qué conoci- 
miento anterior tuviste (o no) que te 
ayudó (o dificultó) tu habilidad para 
hacer una buena conjetura? 


11. ¿De qué manera contribuiste al grupo 
mientras se trabajó en el proyecto? 


12. Usa este espacio adicional para otros 
comentarios. 
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Expectativas de aprendizaje 


e Los estudiantes recogerán datos utilizan- 
do una cinta de bungee confeccionada con 
bandas elásticas y una muñeca Barbie. 
Obtendrán la información necesaria y ha- 
rán una predicción inicial. 

e Utilizaran los datos recogidos para cons- 
truir una nube de puntos y generar una 
línea de máximo ajuste. Construir un mo- 
delo conocido. 

e Harán predicciones acerca de cuántas 
bandas elásticas necesitan para que Bar- 
bie salte con seguridad desde una distan- 


Barbie hace bungee — Criterios 


cia dada. Interpretar un modelo. Validar 
conjeturas. 


Opciones de evaluación 


e La respuestas ordinarias a las preguntas 
anteriores requieren que los estudiantes 
presenten sus soluciones a la clase y de- 
muestren que son correctas. 

e La guía siguiente se puede utilizar para 
evaluar el trabajo del estudiante. También 
puede compartirse con los estudiantes 
para completar la lección y que ellos co- 
nozcan los criterios de evaluación. 


Evaluación 


Análisis 


damentales. 


El proyecto está completo y entregado a tiempo. 
El proyecto demuestra que se comprenden los conceptos fun- 


Aplicación 


La lista de procedimientos son correctos. 
Todos los miembros del grupo trabajaron con eficiencia. 


Representación 


La tabla de datos es adecuada. 

La nube de puntos contiene un título, escalas, nombres de los 
ejes y puntos bien representados. 

El ajuste de la línea es razonable. 

La ecuación de línea de ajuste es adecuada a los puntos. 


Explicación 


Las relaciones entre las variables se muestran con claridad. 
Se explica en contexto la ordenada en el origen y la pendiente. 


Justificación 


Justifica tu opinión sobre los indicado- 
res que para evaluar la actividad aparecen en la 
tabla. Señala cuáles añadirías o quitarías; indica 
donde se encontrarían las principales dificultades 
para observar lo que se demanda y ponerla en 
práctica. 


evaluación de competencias y establece una ta- 
bla con criterios de evaluación. 


Se analiza el grado de ajuste a la realidad de las predicciones. 
Se comprueban las predicciones con la conjetura inicial. 


Reflexiona sobre la siguiente pregun- 


ta: ¿puede una misma tarea ser de aprendizaje 
y de evaluación? 


6. TÉCNICAS E INSTRUMENTOS 


DE EVALUACIÓN 


La implementación práctica del proceso 


evaluador requiere la aplicación de una serie de 
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técnicas e instrumentos. Las técnicas de evalua- 
ción responden a la cuestión «¿Cómo evaluar?», 
y se refieren a los modelos y procedimientos 
utilizados. Los instrumentos de evaluación res- 
ponden a «¿Con qué evaluar?», es decir, son los 
recursos específicos que se aplican y las cues- 
tiones que se plantean. 


6.1. Técnicas 


Los procedimientos para llevar a cabo la 
evaluación del desempeño de los estudiantes 
con relación a un conjunto de objetivos y com- 
petencias previamente definidos suelen ser di- 
versos, en función de las expectativas evaluadas. 
En determinados casos se requiere una obser- 
vación directa del desempeño del sujeto: herra- 
mientas tecnológicas (por ejemplo, manejo de 
software para solucionar problemas), actitudes 
(seguir y valorar cadenas argumentales, la re- 
solución de problemas, etc.) o valores (perseve- 
rancia, minuciosidad, etc.). En general, el grado 
en que un alumno ha desarrollado las expecta- 
tivas matemáticas previstas puede determinarse 
a través de técnicas y procedimientos conven- 
cionales de evaluación, como son pruebas es- 
critas, el portafolio, la realización de trabajos o 
actividades, la resolución de problemas, la ob- 
servación directa de la actividad de los escola- 
res en el aula o mediante entrevista. Todas estas 
vías son útiles para recoger información, iden- 
tificar el logro de objetivo y el desarrollo de 
competencias. 

Algunas propuestas de técnicas de evalua- 
ción y de sus instrumentos asociados son las 
siguientes, basadas en la observación: 


a) Lista de control. Este instrumento per- 
mite el registro de la presencia o ausen- 
cia de una secuencia de acciones. Tie- 
ne dos rangos: «desarrollo esperado» y 
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«necesita desarrollar», «sí» y «no», y 
similares. Informa al estudiante y al do- 
cente de los logros alcanzados y los pen- 
dientes de desarrollar. 

b) Escala de estimación. Listado de indi- 
cadores en los que se gradúa el nivel de 
consecución del aspecto observado a 
través de una serie de valoraciones pro- 
gresivas que pueden plantearse en algu- 
na de las siguientes escalas: 


i) Numérica. La escala más utilizada 
habitualmente seria de 1 a 10, aun- 
que pueden considerarse otras. Las 
escalas numéricas permiten eva- 
luar el grado de logro e intensidad 
de un indicador. 

11) Categorías. Indica la frecuencia del 
indicador observado (siempre, a 
veces, nunca), o bien caracteriza a 
dicho indicador (iniciado, en pro- 
ceso, alcanzado). 

iii) Descriptiva. Esta escala evalúa el 
grado de desarrollo de los estánda- 
res de evaluación empleando fra- 
ses descriptivas: «no reconoce los 
datos principales del problema», 
«no evalúa la validez de la solución 
obtenida», etc. 


c) Registro anecdótico. Se trata de una fi- 
cha en la que se recogen sucesos a par- 
tir de los cuales se pueden valorar fun- 
damentalmente actitudes. 


Las escalas de estimación, ya sean numéricas 
(de 1 a 10 es la más habitual) o cualitativas (de 
insuficiente a sobresaliente), han sido tradicional- 
mente los argumentos que justificaban el paso de 
la evaluación a la calificación. El uso de estas 
escalas puede tener el problema de que las gra- 
duaciones se establezcan por comparación entre 
alumnos de muy distintos contextos y proceden- 
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cias. Como ya se ha indicado, la evaluación del ren- 
dimiento escolar ha de hacerse de acuerdo a los 
objetivos propuestos y no en relación a sus pro- 
pios compañeros. Las rúbricas son instrumentos 
de evaluación que ayudan a evitar este problema. 


6.2. Instrumentos de evaluación 

La rúbrica es un instrumento de evaluación 
que sirve para valorar el desempeño de los 
alumnos al realizar cualquier tarea de enseñan- 


za-aprendizaje; se estructura con base a la de- 
finición de posibles prototipos de desempeño 
de los alumnos al ejecutar las actividades invo- 
lucradas en su realización, las cuales se entien- 
den como habilidades expresadas de ejecución. 
Para su definición se establece una serie de ran- 
gos de criterio, más que una base de escala nu- 
mérica, que expresan los diferentes niveles de 
dominio de las habilidades de ejecución. A con- 
tinuación presentamos un ejemplo adaptado 
del proyecto Exemplars! que permite la auto- 
evaluación del alumno. 


TABLA 18.4 


Rúbrica para evaluación de competencias a partir de una tarea 


Nivel 


Resolución de 
problemas 


Razonamiento y 
argumentación 


Comunicación 


Representación 


Novato 
Hace un esfuerzo 
Ninguna o poca 


No comprendí el 
problema. 


Mi razonamiento 
matemático no es 
correcto. 


No usé ni lenguaje 
matemático ni 
anotación mate- 


No usé una repre- 
sentación matemá- 
tica para ayudar a 


comprensión mática. solucionar el pro- 
blema ni para ex- 
plicar mi trabajo. 

Aprendiz Comprendo sólo | Parte de mi razo- | Usé algo del len- | Intenté usar una 


Está bien, hace un 
buen esfuerzo. No 
está claro si el es- 
tudiante compren- 
de el problema 


una parte del pro- 
blema. Mi estrate- 
gla funciona para 
parte del proble- 
ma. 


namiento mate- 
mático es correcta. 


guaje matemático 
y/o anotación ma- 
temática. 


representación ma- 
temática para ayu- 
dar a solucionar el 
problema y expli- 
car mi trabajo, 
pero hay errores. 


Practicante 
Excelente 
Claro 
Comprensión 
fuerte 


Comprendo œl 
problema y mi es- 
trategia funciona. 
Mi respuesta es 
correcta. 


Todo mi pensa- 
miento matemati- 
co es correcto. 


Usé lenguaje ma- 
temático y/o ano- 
tación matemática 
correctamente en 
todo mi trabajo. 


Hice una represen- 
tación matemática 
para ayudar a so- 
lucionar el proble- 
ma y explicar mi 
trabajo, y está cla- 
ramente indicada 
y correcta. 


' http://www.exemplars.com/ 
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TABLA 18.4 (continuación) 


Resolución de 
problemas 


Razonamiento y 
argumentación 


Comunicación 


Representación 


Experto 
Comprensión ex- 


cepcional 


Comprendo œl 
problema. Mi res- 
puesta es correcta. 
Usé una regla y/o 
verifiqué que era 
correcta. 


Demostré que sa- 
bía más sobre una 
idea matemática 
que lo que usé en 
mi plan, y expli- 
qué mi regla. 


Usé mucho len- 
guaje matemático 
específico y/o ano- 
taciones correcta- 
mente en todo mi 
trabajo. 


Usé otra represen- 
tación matemática 
para ayudar a so- 
lucionar el proble- 
ma y explicar mi 
trabajo de otra 


manera. 


trabajos como fotografia matemática y 


V= ee Diseña una tarea de evaluación y es- ate E 
prácticas en el patio. 


tablece una rúbrica para su evaluación. 


Revisión de tareas 
Pruebas E me 
a) Cuaderno de clase. Revisión sistemática 


y continuada de las tareas realizadas en 
clase o casa. Se combina con una esca- 
la de estimación. 

Pequeñas investigaciones. La presenta- 
ción puede ser escrita u oral. Puede re- 
currirse al uso de la tecnología para su 
presentación. 

Portafolio. Colección planificada de 
trabajos de cada estudiante que repre- 
senta su esfuerzo, progreso y desarrollo 


a) Escala de estimación de pruebas orales. 
Este instrumento permite evaluar la ex- 
presión oral, el vocabulario técnico utili- 
zado, la organización del pensamiento y b) 
otros aspectos relacionados con la comu- 
nicación oral. Es especialmente intere- 
sante para evaluar la dimensión de comu- 
nicación de la competencia matemática. c) 

b) Pruebas escritas. Se planifican confor- 
me a los criterios y estándares de eva- 
luación o a la competencia matemática. en un área específica. 

Se utilizan dos tipos: d) Entrevistas. 

e) Guión de entrevista. Profundiza en la 
evaluación de determinadas dimensio- 
nes de la competencia matemática, 
como la comunicación o la argumenta- 
ción. Las entrevistas son especialmente 
útiles para evaluar a estudiantes con 
necesidades educativas especiales. 


i) Ensayo. Exige al estudiante habili- 
dades de reflexión para construir 
sus propias respuestas. 

ii) Objetivas. Se presentan una serie de 
opciones entre las que el alumnado 
selecciona una respuesta correcta y 
precisa. Las más habituales son: op- 
ción múltiple, verdadero o falso, co- 
rrespondencia, texto incompleto, etc. Con los criterios de evaluación sobre 

trigonometría, diseña una prueba de autoeva- 


c) Realizaciones prácticas. Evalúan las se 
luación. 


prácticas en el taller de matemáticas o 
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La siguiente tarea ejemplifica un instrumen- complejidad, que aumentan a medida que se 
to de evaluación. desarrolla la prueba: 
a) La primera cuestión evalúa la compren- 


Ejemplo. La torre 


b) 


a) ¿Cuántos cubos son necesarios para 
construir esta torre? 

b) ¿Cuántos cubos son necesarios para 
construir otra torre como ésta pero de 
12 cubos de altura? 

c) Explica cómo has trabajado para res- 
ponder al apartado anterior. 

d) ¿Cómo calcularías el número de cubos 
necesarios para una torre de altura n? c) 


El instrumento de evaluación anterior’ es- 
tablece cuatro claros niveles de dificultad y 


> Basada en un ejemplo del libro Problemas con pautas 
y números del Shell Centre for Mathematical Education. 


sión del problema y su resolución en un 
caso sencillo. Asignamos 2 puntos para 
la respuesta correcta (66 cubos) y 1 
punto si se utiliza un método correcto 
pero existe un error aritmético. Este cri- 
terio de calificación, en esta primera 
cuestión fácil, asegura que los estudian- 
tes (en general) obtendrán algún punto, 
tratando así de evitar las actitudes ne- 
gativas hacia la asignatura. 

La segunda cuestión evalúa la capaci- 
dad para acometer sistemáticamente un 
caso más difícil que el anterior. La ca- 
lificación sería de 4 puntos si se ha uti- 
lizado un método correcto y se obtiene 
la respuesta correcta. Esta calificación 
más amplia permite establecer califica- 
ciones parciales: 


— 3 puntos si el método utilizado es 
correcto, pero el trabajo contiene un 
error aritmético o muestra alguna 
falta de comprensión. 

— 2 puntos si el método utilizado es 
correcto, pero el trabajo contiene 
dos errores aritméticos o ideas erró- 
neas. 

— 1 punto si el alumno ha hecho algún 
progreso, pero el trabajo contiene 
más de dos errores aritméticos o 
ideas erróneas. 


La tercera cuestión evalúa la descrip- 
ción de los métodos utilizados y la ca- 
pacidad de verbalizar los razonamien- 
tos realizados. Si la descripción de lo 
que se ha hecho es correcta, clara y 
completa e incluye más de un paso, se 
calificará con 2 puntos, y con 1 punto 
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si la descripción no es clara o incomple- 
ta, aunque sea aparentemente correcta. 
d) Finalmente se evalúa la formulación 
verbal o algebraica de la regla que ge- 
nera el patrón. Las descripciones co- 
rrectas, claras y completas del método 
se califican con 2 puntos. En este caso 
ignoraríamos los errores en álgebra 
cuando la descripción sea correcta. La 
calificación será de 1 punto si la des- 
cripción es incompleta o no es clara, 
pero muestra alguna idea de cómo ob- 
tener el resultado para cualquier n. 


7. CONCLUSIONES 


El profesor utiliza los datos obtenidos sobre 
qué saben de matemáticas sus alumnos para to- 
mar decisiones apropiadas sobre el proceso de 
instrucción. Estas decisiones incluyen la iden- 
tificación de contenidos, la secuenciación de las 
sesiones de la unidad didáctica, la modificación 
o ampliación de las tareas que necesiten los es- 
tudiantes y una metodología consecuente con 
los datos recogidos en la evaluación. 

La evaluación se convierte, pues, en parte 
del proceso de instrucción. Esta integración su- 
pone utilizar la evaluación para ayudar a los 
profesores a tomar decisiones en cada momen- 
to de la instrucción. La observación es la téc- 
nica principal para obtener información sobre 
el aprendizaje durante la instrucción. 

Así pues, el proceso de evaluación del apren- 
dizaje de los estudiantes influye en la toma de 
decisiones sobre la unidad didáctica que traba- 
jemos. Las evidencias obtenidas con los estu- 


O Ediciones Pirámide 


Rendimiento escolar, criterios e instrumentos / 347 


diantes se reinterpretan en la evaluación de esa 
unidad didáctica, al hacerse el profesor las si- 
guientes cuestiones: 


e ¿Cómo encajan los contenidos de mate- 
máticas de la unidad didáctica dentro de 
un marco de objetivos generales del apren- 
dizaje de las matemáticas escolares? 

e ¿En qué medida estas actividades contri- 
buyen al aprendizaje de matemáticas por 
parte de mis estudiantes y mi compren- 
sión de lo que ellos están aprendiendo? 

e ¿Qué oportunidades tiene cada estudiante 
de abordar las tareas planteadas con lo 
que sabe o puede hacer? 

e ¿Están los estudiantes familiarizados con 
la meta de la tarea, los criterios y están- 
dares de evaluación para determinar su 
logro y sus consecuencias? 

e ¿Cuántas técnicas e instrumentos de eva- 
luación he utilizado para realizar una in- 
ferencia válida que me ayude a tomar de- 
cisiones sobre la unidad didáctica? 


El resultado de la evaluación permite repen- 
sar el análisis de contenido realizado previa- 
mente e identificar de nuevo cuáles son los con- 
tenidos fundamentales y cuáles son secundarios; 
examinar si las tareas planteadas contribuyen 
al desarrollo de las expectativas fijadas; decidir 
si expectativas y tareas propuestas responden a 
las capacidades del alumnado, si las tareas es- 
tablecen metas claras y el estudiante es partici- 
pe de su proceso de evaluación; y, finalmente, 
si se ha tomado información suficiente para 
tomar decisiones sobre la unidad didáctica que 
estamos evaluando. 


Indicadores de calidad y estudios 


comparativos 


JUAN FRANCISCO RUIZ HIDALGO 


INTRODUCCIÓN 


Este capítulo, junto con los dos anteriores, cons- 
tituye un bloque que aborda un grupo de cues- 
tiones dedicadas a la evaluación en términos 
teóricos, considera aspectos técnicos y muestra 
implicaciones prácticas del desarrollo de algunas 
modalidades. La evaluación es una dimensión cu- 
rricular de especial importancia para el profesor, 
singularmente en los inicios de su profesión; su 
conexión estructural con las restantes dimensiones 
y las categorías con que se aborda su método y 
estudio deben subrayarse y quedar de manifiesto 
expresamente desde un principio. 

Como se ha señalado reiteradamente, es propó- 
sito de este libro la formación de futuros profesores 
de matemáticas, quienes, a diferencia de los pro- 
fesores experimentados, disponen de menor cono- 
cimiento de la práctica y cuya pericia sobre eva- 
luación es, en ocasiones, escasa. Por este motivo, 
aunque algunas de las cuestiones que sobre eva- 
luación aquí se tratan pudieran parecer obvias o 
evidentes, no lo entendemos así. Las ideas que se 
presentan en este bloque recogen y resumen di- 
versos temas, todos de interés para el desarrollo 
de la competencia profesional del profesor de ma- 
temáticas, singularmente los que destacan el papel 
relevante de la evaluación. 

El método que seguimos es el análisis evaluati- 
vo, que es una herramienta útil para sistematizar y 
reflexionar acerca de la evaluación, sobre sus co- 
nocimientos y prácticas, y también para identificar 
y comprender las vinculaciones que esta dimen- 
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sión curricular mantiene con las restantes. El aná- 
lisis evaluativo centra su objeto de estudio, a corto 
plazo, en el juicio y valoración de los aprendizajes 
escolares logrados, resultantes de recibir instruc- 
ción sobre un tema matemático escolar concreto. 
A medio plazo, en la información documentada que 
proporcionan los resultados e indicadores sobre el 
progreso de un grupo de escolares que siguen un 
determinado programa de formación. A largo plazo, 
en la gestión de la calidad del sistema educativo, 
optimizando sus recursos, ampliando sus logros y 
superando sus debilidades. En este análisis se han 
considerado como antecedentes los cambios ocu- 
rridos y la evolución que ha tenido el tratamiento 
de la evaluación en los recientes currículos de 
matemáticas en España. 

El análisis evaluativo, estructuralmente similar a 
los que le han precedido, requiere recoger y siste- 
matizar las informaciones que profesores, alumnos 
e instituciones proporcionan sobre tales aprendi- 
zajes, interpretar sus resultados y valorar sus lo- 
gros estratégicamente. Esas informaciones se en- 
cuadran en un marco teórico, responden a unos 
propósitos, se analizan mediante unos criterios, 
técnicas e instrumentos, y se organizan y muestran 
mediante indicadores que expresan los logros y el 
desarrollo alcanzados en matemáticas en el con- 
junto del sistema educativo español. Todas estas 
nociones constituyen los contenidos didácticos bá- 
sicos sobre evaluación para el profesor de mate- 
máticas. 
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Dedicamos los capítulos 17, 18 y 19 de este libro 
a presentar esos contenidos didácticos que debe 
conocer el profesor de Secundaria, relativos a la 
evaluación en el currículo de matemáticas. Hemos 
elegido centrarnos sobre los tipos de información, 
modos de organización, toma de decisiones y va- 


loración de los resultados que vienen siendo usua- 
les para la evaluación matemática, como principa- 
les componentes que organizan esos contenidos. 
Identificamos así las categorías que estructuran 
los estudios evaluativos en educación matemática. 
Esas nociones se resumen en la tabla 19.1. 


TABLA 19.1 


Estructura de organizadores y componentes del análisis evaluativo 


Dimensión social 


Objeto de estudio 


Aprendizajes y logros: información, valoración y toma de decisiones. 


Método 


Análisis evaluativo. 


Organizadores curriculares 


Modalidades y diseño. 


Intervención y toma de decisiones. 


Indicadores de calidad. 


Componentes para el estudio de los organizado 


Funciones y características. 
Normativa. 
Momentos clave. 


Criterios. 
Instrumentos. 
Rendimiento. 


Valoración estratégica. 
Indicadores. 
Estudios comparativos. 


Síntesis 


Calidad del sistema educativo y de los aprendizajes alcanzados. 


Dentro del análisis didáctico, el análisis evalua- 
tivo cierra un ciclo del análisis integral de una uni- 
dad didáctica, que se inició con el análisis de su 


1. ANÁLISIS EVALUATIVO 


El análisis evaluativo considera las técnicas 
de recogida de datos acerca de los aprendizajes 
escolares, los criterios para trabajar y orientar 
a los escolares, las funciones de la valoración 
establecidas por la normativa curricular, en su 
sentido usual, junto con las proporcionadas 


contenido, continuó con el análisis cognitivo y se 
concretó con el análisis de instrucción. 


por los avances en educación matemática. Asi- 
mismo, el conjunto de tales valoraciones ayu- 
dará a tomar decisiones para un nuevo ciclo del 
análisis didáctico a partir de los datos y enjui- 
ciamientos obtenidos en la evaluación prece- 
dente. Es decir, un análisis integral de los resul- 
tados contribuye a evaluar la programación 
concluida, replantear aquellos aspectos que se 
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consideren convenientes y, así, enlazar un nue- 
vo ciclo de análisis con aquellas unidades di- 
dácticas en estudio, que revise y difunda su pla- 
nificación e implementación. 

Entendemos por rendimiento matemático 
escolar el conjunto de logros y desarrollo alcan- 
zados por unos escolares concretos sobre una 
determinada estructura conceptual, de acuerdo 
con unos objetivos propuestos previamente. 
Las respuestas a las tareas de evaluación sirven 
para mostrar la consecución de las expectativas 
de aprendizaje sobre los contenidos escolares 
considerados, en una unidad didáctica o en un 
curso. La valoración de los logros viene deriva- 
da de las contestaciones dadas por los escolares 
a una selección de cuestiones y tareas de eva- 
luación, presentadas en distintos formatos. Di- 
chas respuestas se interpretan y valoran según 
criterios que se establecen y explican previa- 
mente, acordes con unos objetivos. 

Las valoraciones también han de suminis- 
trar información contrastada que proporcione 
argumentos para interpretar y comparar el de- 
sarrollo y progreso de la competencia matemá- 
tica de los escolares en su conjunto. 


Elabora un breve listado de las seme- 
janzas y diferencias en las características que 
deben tener una tarea de instrucción y una tarea 
de evaluación. 


1.1. Modalidades del análisis evaluativo 


Con el análisis evaluativo el profesor con- 
templa su trabajo más allá del aula, ya que, ade- 
más de plantear una evaluación integrada en el 
diseño de cada unidad didáctica, el proceso de 
evaluación se extiende al conjunto de unidades 
de un mismo programa, a la totalidad de las 
asignaturas de matemáticas de un ciclo y de una 
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misma etapa educativa. Los resultados de la 
evaluación de cada uno esos niveles se integran, 
a su vez, en la evaluación de un mismo curso, 
de un centro, de una comunidad o de un país. 
Esas inclusiones y relaciones provocan diferen- 
tes conceptualizaciones y discriminan las diver- 
sas funciones que desempeña la evaluación en 
distintos niveles del currículo. El profesor de 
matemáticas, como gestor y cooperante de la 
evaluación en esos niveles y ámbitos, precisa 
conocer tales conceptos y funciones. 

El profesor debe entender e interpretar las 
implicaciones que se derivan de los resultados 
para los distintos agentes —personas e institu- 
ciones— del sistema educativo, conocer los di- 
versos métodos y criterios, aplicar la normati- 
va, y seleccionar los instrumentos y sus técnicas. 

Interpretar y valorar estratégicamente los 
resultados implica estudiar su validez, vincular- 
los con resultados de otros estudios y establecer 
comparaciones entre ellos. 

Por todas estas razones se entiende la eva- 
luación como parte integrante y necesaria del 
contenido didáctico que deben conocer los pro- 
fesores de matemáticas de Educación Secunda- 
ria, ya que forma parte de su trabajo y contri- 
buye a su competencia profesional. 

Los capitulos previos han hecho énfasis en 
diferenciar y distanciar el concepto de evalua- 
ción de las nociones de examen y de nota final. 
La evaluación abarca ambas nociones como 
tipos particulares, pero va más allá. Simple- 
mente cuantificar los resultados del aprendiza- 
jes de los estudiantes es una restricción, una 
variante de la evaluación. El objeto de la eva- 
luación tiene un mayor alcance formativo, ya 
que consiste en recoger y sistematizar informa- 
ción acerca del cambio en los conocimientos de 
los escolares, interpretarla con criterios previa- 
mente establecidos, valorar los aprendizajes lo- 
grados y, finalmente, tomar decisiones al res- 
pecto para su progreso. 
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1.2. Diseño del análisis evaluativo 


En educación matemática se considera la 
evaluación como parte de la competencia del 
profesor, que viene acompañada por el conoci- 
miento de ciertas técnicas y destrezas para la 
recogida, tratamiento de datos e interpretación 
de resultados que muestran el avance de los es- 
colares en sus aprendizajes, como se ha descri- 
to en el capítulo 18. Los datos recogidos y sis- 
tematizados deben expresar de manera global 
cómo evoluciona cada estudiante, así como 
informar respecto al conocimiento matemático 
de un grupo y sobre su actitud hacia las mate- 
máticas. 

La evaluación no es algo ocasional, sino 
parte usual en la actividad docente, vinculada 
con los procesos de enseñanza y aprendizaje. 
La normativa actual centra la evaluación en la 
competencia matemática, si bien introduce un 
nuevo componente: «los estándares de aprendi- 
zaje evaluables». Dichos estándares son especi- 
ficaciones de los criterios de evaluación que 
describen los resultados de los aprendizajes, y 
concretan lo que el estudiante debe conocer, 
comprender y saber hacer en cada asignatura, 
como hemos visto en el capítulo 18. 

Se deben, por tanto, reconocer las diferen- 
cias entre rendimiento matemático y modelo de 
evaluación por competencias. El rendimiento 
matemático muestra, en función de unos ins- 
trumentos, el dominio que tiene un grupo esco- 
lar relativo a los temas matemáticos escolares; 
se determina por medio de los resultados alcan- 
zados en unas pruebas que se expresan en una 
escala (instrumentos); en otras palabras, es el 
resultado final de la evaluación sobre un tema 
alcanzado por los escolares. Este juicio evalua- 
dor ya está teniendo en cuenta las capacidades 
y las competencias del sujeto, puesto que los 
elementos (objetivos, capacidades y competen- 
cias) están interrelacionados y son de dificil se- 


paración. Desde este punto de vista, el modelo 
actual de evaluación por competencias no aña- 
de nada nuevo a la evaluación que realiza el 
profesor. 

Puesto que evaluar competencias es com- 
probar que se es competente en las capacidades, 
habilidades y destrezas, las tareas especificas de 
evaluación de competencias deben partir de si- 
tuaciones reales para que el alumno deba hacer 
algo empleando matemáticas y así demuestre 
su grado de competencia matemática. Las ca- 
racterísticas de estas tareas son: tienen que te- 
ner relevancia práctica, deben ser coherentes en 
la fragmentación de la tarea, deben posibilitar 
el trabajo con un rango de capacidades amplio, 
deben ser extensas y válidas y deben permitir 
distintos modos de agrupamiento. 


=A Localiza o inventa una tarea para valo- 
rar el criterio de evaluación: 


«CE3. Aproxima (redondea y trunca) nú- 
meros irracionales mediante expresiones de- 
cimales con un orden convenido.» 


Elabora una lista razonada de características 
que cumple (tiene relevancia práctica, es cohe- 
rente su fragmentación, etc.) y realiza modifica- 
ciones justificadas de la tarea. 


2. INTERVENCIÓN Y DECISIONES 
CON UN GRUPO DE ALUMNOS 


La evaluación terminal de un grupo de alum- 
nos, tras concluir una unidad didáctica, es una 
de las intervenciones del profesor más importan- 
tes. Esta evaluación, que formará parte de la ca- 
lificación final del alumno, cumple varias de las 
funciones de la evaluación antes descritas. 


e Diagnostica a los estudiantes (función 
formativa), estableciendo el estado del co- 
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nocimiento de cada escolar al inicio de la 
unidad, durante el proceso de implemen- 
tación y al final de la misma. 

e Regula el proceso de aprendizaje (función 
formativa), permitiendo al profesor pro- 
poner la modificación de esa unidad o de 
las siguientes, si fuera necesario, a la rea- 
lidad de sus estudiantes. 

e Orienta a los estudiantes (función forma- 
tiva y social), pues las valoraciones indi- 
can su grado de consecución de los ob- 
jetivos esperados por el profesor y un 
nivel de competencia matemática. Esto 
permite saber si hay que modificar los 
hábitos de estudio y su relación con la 
asignatura, pero también facilita la toma 
de decisiones en la elección de asignatu- 
ras e incluso en su vida académica y pro- 
fesional. 

e Determina la promoción de los estudian- 
tes (función social). Es la función más 
conocida de la evaluación y una de las 
que más responsabilidad asigna al pro- 
fesor. 

e Permite reflexionar sobre la mejora de la 
implementación de una programación o 
unidad didáctica (función profesional), ya 
que proporciona elementos críticos sobre 
una planificación determinada. 


El proceso de evaluación consta de tres fases: 


a) Recogida de información, que se reali- 
za usando diferentes técnicas e instru- 
mentos. 

b) Interpretación, valoración y enjuicia- 
miento de la información, que consiste 
en la aplicación e interpretación de los 
criterios de evaluación. 

c) Toma de decisiones sobre los individuos 
o sobre el proceso (cuando se trata de 
unidades didácticas) o sobre el sistema 
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educativo: rendimiento académico y de- 
sarrollo de la competencia matemática. 


A continuación ejemplificamos una pro- 
puesta de actuación para evaluar a los estu- 
diantes en una unidad didáctica sobre números 
irracionales. 


Durante la tercera semana de clase, un 
grupo de estudiantes de 4.2 ESO va a comenzar 
a estudiar un tema sobre números irracionales. 
El profesor, que es nuevo en el instituto, quiere 
recoger información sobre el conocimiento de di- 
cho grupo sobre números racionales e irraciona- 
les. Reflexiona acerca las siguientes técnicas de 
recogida de información: 


a) Entrevistas a algunos estudiantes. 

b) Consulta de las calificaciones del curso 
anterior. 

c) Prueba escrita de conocimientos. 

d) No hacer nada al principio e ir observan- 
do el transcurso de las sesiones. 


2.1. Criterios de evaluación 
como interpretación 
de la información 


La selección de los criterios de evaluación, 
que sirven para interpretar y valorar la infor- 
mación recogida para evaluar, están directa- 
mente relacionados con dos componentes esta- 
blecidos en el diseño de la unidad didáctica. En 
primer lugar, con las expectativas de aprendi- 
zaje para dicha la unidad. En segundo lugar, 
con los estándares de aprendizaje evaluables, 
establecidos por la normativa curricular. 

Los criterios de evaluación son puntos de 
referencia para valorar la consecución de obje- 
tivos y el progreso en las competencias básicas. 
Describen aquello que se quiere valorar y que 
el alumnado debe lograr. Por tanto, surgen di- 
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rectamente de los objetivos de la unidad. Los 
estándares especifican y concretan los criterios 
de evaluación y definen lo que el estudiante 
debe saber, comprender y saber hacer. En la 
normativa vigente aparecen unos estándares 
que hay que consultar y considerar, pero no son 
los únicos: considerar varios estándares de eva- 
luación enriquece los criterios. 


Para los contenidos sobre Números irracio- 
nales se proponen los objetivos ya enunciados 
en el capítulo 12. 

Por otro lado, para considerar estándares 
de evaluación consultamos el Real Decreto 
1105/2014, donde aparecen enunciados los ob- 
jetivos y los estándares de aprendizaje evalua- 
bles asociados como muestra la tabla 19.2. 


TABLA 19.2 


Objetivos y estándares de evaluación para el tema Números irracionales 


1. Conocer los distintos tipos de números e interpretar el significado de algunas de sus propiedades más 
características: divisibilidad, paridad, infinitud, proximidad, etc. 


1.1. Reconoce los distintos tipos de números (naturales, enteros, racionales e irracionales y reales), 
indicando el criterio seguido, y los utiliza para representar e interpretar adecuadamente infor- 
mación cuantitativa. 

1.2. Aplica propiedades características de los números, al utilizarlos en contextos de resolución de 
problemas. 


. Utilizar los distintos tipos de números y Operaciones, junto con sus propiedades, para recoger, trans- 
formar e intercambiar información y resolver problemas relacionados con la vida diaria y otras ma- 
terias del ámbito académico: 


2.1. Opera con eficacia, empleando cálculo mental, algoritmos de lápiz y papel, calculadora o pro- 
gramas informáticos, y utilizando la notación más adecuada. 

2.2. Realiza estimaciones correctamente y juzga si los resultados obtenidos son razonables. 

2.3. Establece las relaciones entre radicales y potencias, opera aplicando las propiedades necesarias 
y resuelve problemas contextualizados. 

2.4. Aplica porcentajes a la resolución de problemas cotidianos y financieros y valora el empleo de 
medios tecnológicos cuando la complejidad de los datos lo requiera. 

2.5. Calcula logaritmos sencillos a partir de su definición o mediante la aplicación de sus propieda- 
des y resuelve problemas sencillos. 

2.6. Compara, ordena, clasifica y representa distintos tipos de números sobre la recta numérica uti- 
lizando diferentes escalas. 

2.7. Resuelve problemas que requieran conceptos y propiedades especificas de los números. 


La relación de objetivos y estándares per- 
mite elaborar una lista de criterios de evalua- 
ción sobre un contenido concreto, relativo a la 
construcción de números irracionales de la uni- 
dad didáctica (tabla 19.3). 


La relación entre los objetivos de la unidad 
didáctica, los estándares de aprendizaje evalua- 
bles y los criterios seleccionados se establece a 
continuación (tabla 19.4). 
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TABLA 19.3 


Criterios de evaluación para la construcción de números irracionales 


Criterios de evaluación 


Diferencia entre los distintos tipos de números expresados con notación decimal. 


Identifica los símbolos y notaciones propios de los números irracionales. 


Aproxima (redondea y trunca) números irracionales mediante expresiones decimales con un orden 
convenido. 


Representa y ordena números racionales sobre la recta numérica. 


Opera (realiza sumas, restas, multiplicaciones y divisiones sencillas) con raíces expresando el re- 
sultado en forma radical. 


Calcula errores generados al aproximar números. 


Utiliza números irracionales para solucionar problemas contextualizados. 


Valora la utilidad de los números irracionales e identifica su necesidad en la naturaleza y el arte. 


TABLA 19.4 


Relación entre criterios, objetivos de la UD y estándares de aprendizaje 


Construir aproximaciones a números irracionales 


Criterios de evaluación Objetivos de la UD Estándares de aprendizaje evaluables 

CEl 03 1.1 

CE2 04 1.1 

CE3 07,08, 09 2.15, 2.2, 

CE4 06, O10, O12, O13, O14 2.6 

CE5 Ol 1.1, 1.2, 

CE6 O11 2122 

CE7 O15, O16, O17 1.2, 2.4, 2.7 

CE8 02, 05, O11, 2.7 


2.2. Etapas de la evaluación 


Elabora una tabla similar a la tabla 18.2, 
del capítulo 18, que describa el criterio de eva- 
luación CE3 (capacidad o competencia a evaluar, Los criterios de evaluación se utilizan en la 


contenidos implicados, instrumentos a utilizar, interpretación y valoración de la información 
e Be TER y sus relaciones recogida. Esta información se puede realizar en 
con los estándares de aprendizaje. : 

P l momentos puntuales o se puede realizar a lo 
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largo de todo el proceso de implementación de 
la unidad didáctica. 

Las etapas del proceso de evaluación en una 
unidad didáctica son: 


1. Evaluación inicial. Se realiza antes de 
comenzar la unidad didáctica o en las 
primeras fases de la implementación. 
Permite establecer el punto de partida 
mediante la detección de conocimientos 
previos. 

2. Evaluación de seguimiento. Es la evalua- 
ción que se realiza durante todo el de- 
sarrollo de la unidad didáctica. Propor- 
ciona información sobre el aprendizaje de 
los estudiantes en cada momento y per- 
mite adaptar la gestión de la enseñanza 
de esa unidad. Por ejemplo, permite de- 
tectar errores en los que incurren los es- 
tudiantes e introducir nuevas tareas en 
la unidad que faciliten la superación de 
las dificultades asociadas a los mismos. 

3. Evaluación a término. Es la valoración 
de la consecución de objetivos y del de- 
sarrollo de las competencias matemáti- 
cas asociadas a la unidad. 


Nos proponemos recoger la mayor cantidad 
de información como sea posible. Para ello re- 
querimos de unas técnicas e instrumentos de 
recogida. 


2.3. Técnicas e instrumentos 


Las técnicas indican cómo evaluar, mien- 
tras que los instrumentos son los soportes con 
los que evaluar. La elección de las técnicas y 
de los instrumentos depende de las expectati- 
vas de aprendizaje. 

Para la evaluación inicial es habitual una 
prueba escrita usando los criterios de evalua- 


ción del curso anterior. Se recomienda usar la 
técnica de observación durante las primeras se- 
siones de clase para recoger información com- 
plementaria, usando una escala de estimación 
descriptiva para complementar la evaluación 
inicial. La información a través de la consulta 
de los informes de los profesores de los cursos 
anteriores es muy conveniente para la evalua- 
ción inicial. 

La evaluación de seguimiento comienza 
desde el momento en que se interpretan y va- 
loran los resultados de la evaluación inicial. 
Se pueden tomar decisiones sobre la adap- 
tación de objetivos, modificación de tareas, 
cuestiones metodológicas, agrupamientos en 
el aula y atención a la diversidad. La recogida 
de información en esta etapa puede realizar- 
se de diferentes maneras. El portafolio es un 
instrumento muy efectivo para este tipo de 
evaluación. 

La evaluación a término consiste en la va- 
loración global de toda la información recogi- 
da. Depende de la cantidad y el detalle de in- 
formación que se tenga previamente, pudiendo 
realizar la valoración sin necesidad de recurrir 
a nuevas técnicas. Por ejemplo, si se ha progra- 
mado una entrega de trabajos y se han ido re- 
cogiendo en un portafolio, la evaluación a tér- 
mino puede consistir en la valoración media de 
la valoración (usando los criterios de evalua- 
ción) de los trabajos recogidos. En general, sue- 
le ser habitual utilizar una prueba escrita de 
tipo ensayo como elemento. 


Ejemplo. Observación. Registro anecdótico 
para actitudes 


Observación + Revisión de tareas. Instru- 
mentos. Revisión sistemática del cuaderno de 
clase de las actividades. La información se re- 
gistra en una escala de estimación. 
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Apellidos y nombre 


Observaciones 
Actividades SÍ/NO 
REGULAR 


Sesión Objetivos 


Participa en clase 


SÍ/NO 


1. Lista de objetivos. 


MAL 


Comentarios 


Actividades SÍ/NO 
REGULAR 


Participa en clase 


SÍ/NO 


Lista de objetivos. 


MAL 


Observaciones 


Resumen comportamientos generales 


Estado del cuaderno 


BIEN/MAL/REGULAR 


Realiza las tareas 


SÍ/A VECES/NO 


Participa 


SÍ/A VECES/NO 


Resumen logro objetivos 


Evolución favorable/Evolución normal/Evolución desfavorable 


Comentarios 


nivel de consecución. La siguiente tabla presen- 
ta la escala para el criterio de evaluación «Com- 
prensión del enunciado del enunciado del pro- 
blema»: 


Ejemplo. Para realizar la evaluación de se- 
guimiento de un tema de sistemas de ecuacio- 
nes lineales se ha elegido una tarea y se ha pre- 
parado la escala de estimación que gradúa el 


1. Insuficiente 


2. Suficiente 


3. Notable 


4. Sobresaliente 


Mezcla los datos nece- 
sarios para escribir el 


sistema con datos irrele- 
vantes y no comprende 
qué se le está pregun- 
tando. 
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Toma únicamente datos 
necesarios para realizar 
el sistema, sin tomar da- 
tos irrelevantes, pero ol- 
vida algunos datos que 
son importantes. 


Toma los datos necesa- 
rios, pero no los inter- 
preta de manera correc- 
ta, sin comprender qué 
se le está preguntando. 


Comprende el enuncia- 
do y toma los datos ne- 
cesarios para la realiza- 
ción del ejercicio. 
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Elabora una escala de estimación que 
gradúe el nivel de consecución observado para 
el criterio de evaluación CE3 de los números irra- 
cionales. 


3. SISTEMA NACIONAL , 
DE INDICADORES EN EVALUACION. 
EVALUACION DE DIAGNOSTICO 


La idea de que los indicadores educativos 
son un instrumento indispensable para descri- 
bir y conocer la realidad educativa de un país 
llevó, en 1993, a aprobar un proyecto, depen- 
diente del Instituto Nacional de Calidad y Eva- 
luación (INCE), cuya finalidad era elaborar un 
sistema estatal de indicadores con el cual eva- 
luar el grado de eficacia y eficiencia del sistema 
educativo español. Los indicadores forman 
parte de la función política de la evaluación. 

Los resultados de aquel proyecto constitu- 
yeron un Sistema Estatal de Indicadores de la 
Educación (SEIE), que muestra una síntesis de 
los datos educativos relevantes en España en un 
determinado período temporal y cuya primera 
versión oficial apareció en el año 2000. 

Esa primera versión contenía 30 indicado- 
res, con edición bianual. Posteriormente se han 
incorporado o eliminado algunos indicadores, 
mejorando los inicialmente elaborados: los úl- 
timos años la edición de los indicadores ha pa- 
sado a ser anual. Esa evolución se refleja en las 
ediciones de 2002, 2004, 2006, 2007, 2009, 2010, 
2011, 2012, 2014 y 2015. Esta la última consta 
de 14 indicadores, que se agrupan en los si- 
guientes apartados: Escolarización y entorno 
educativo, compuesto por 6 indicadores; Fi- 
nanciación educativa, integrado por 2 indica- 
dores, y Resultados educativos, constituido por 
6 indicadores. 

En la actualidad, el SEIE lo elabora el Insti- 
tuto Nacional de Evaluación Educativa (INEE), 


institución que recoge los datos, principalmente, 
de las estadísticas educativas que genera la Sub- 
dirección General de Estadística y Estudios; 
para los datos de estudios internacionales traba- 
ja con las bases de datos de dichos estudios. 

Dentro del apartado resultados educativos, 
los indicadores nacionales que consideramos 
proceden de las pruebas de evaluación de diag- 
nóstico que se realizaron en España en 2009. 
Son los referentes a competencias básicas en 
segundo curso de Enseñanza Secundaria Obli- 
gatoria (13-14 años). Concretamente, los sub- 
indicadores relacionados con la matemática 
escolar, que se denomina competencia básica 
en Matemáticas. 

El tipo de preguntas que se incluyeron en 
esa prueba queda ejemplificado con el siguien- 
te item, tomado de las bases de datos del INEE 
(http://www.mecd.gob.es/inee/portada.html) 
(figura 19.1). 


Busca en la dirección http://www.mecd. 
gob.es/inee/Preguntas-liberadas.html el docu- 
mento «ftems liberados. Evaluaciones de educa- 
ción secundaria. Versión 1.0». Selecciona un item 
que evalúe la medida de áreas y perímetros de 
figuras planas. 


Los resultados de la evaluación de diagnós- 
tico de segundo de ESO que se realizó en 2010 
se agruparon según cuatro criterios: 


e Resultados globales, que proporcionan 
los estadísticos generales individualizados 
de España y de cada una de las comuni- 
dades autónomas. 

e Variabilidad de los resultados globales. 

e Resultados según cinco niveles de rendi- 
miento: primer nivel, bajo, de adquisición 
de la competencia; tres niveles intermedios 
(intermedio bajo, intermedio central e in- 


© Ediciones Pirámide 


Indicadores de calidad y estudios comparativos / 359 


“JUNIO EN PEÑACHICA” 


En el siguiente gráfico se recogen las temperaturas medias registradas en Peñachica 
durante el mes de junio de los diez últimos años. 


Temperaturas medias de Junio en Peñachica 
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2 
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(M001) Considerando los datos del gráfico, ¿cuál ha 
sido la temperatura media más baja en los últimos 
diez años durante el mes de junio en Peñachica? 


Bloque: Funciones y gráficas 
Proceso: Reproducción 
Respuesta correcta: A 
Puntuación: 317 

Aciertos: 77,0% 


172762 ; 
Nivel: 1 


18°C. 
19°C. 
230. 


(M002) ¿Cuál es la media de todas las temperaturas 

representadas en el gráfico? 

Bloque: Estadística y 
Probabilidad 
Proceso: Conexión 
Respuesta correcta: B 


Redondea el resultado a una cifra decimal. 


19,0 °C. 
21,6 °C. 
22,3 °C. 


Puntuación: 492 
Aciertos: 41,5% 
Nivel: 3 


23,0 °C. 


Figura 19.1.—Ejemplo de tarea de evaluación en la prueba de diagnóstico de 2.” ESO (2009). 


e Diferencias entre los bloques de conteni- 
do, que proporciona información sobre lo 
aprendido por los alumnos. 


termedio alto), y nivel alto de adquisición. 
Cuatro comunidades autónomas tuvieron 
porcentajes más altos (véase figura 19.2). 
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Por debajo del primer nivel y en el primer 
nivel de rendimiento se situaron el 18% de los 
estudiantes. En el nivel más alto, el 8% de 
los estudiantes. Ocho comunidades tuvieron un 
porcentaje de estudiantes superior al promedio 
español en el nivel 5. Las variables que mejor 
explican los resultados de los alumnos son la 


titularidad de los centros, el índice socioeconó- 
mico y cultural de los alumnos y los centros, el 
nivel de estudios de los padres, el número de 
libros en casa o el lugar de nacimiento. 

Los bloques de contenidos más difíciles 
para los estudiantes fueron álgebra y geome- 


a Nivel<1 


Navarra 
Castilla y León 
País Vasco 
La Rioja 
Madrid 
Aragón 
Cantabria 
Asturias 
Galicia 
Murcia 
Castilla-La Mancha 
Baleares 
C. Valenciana 
Cataluña 
Extremadura 
Andalucía 
Canarias 
Melilla 
Ceuta 


Promedio ESPAÑA 


Nivel 1 Nivel 2 


tria. El resto tienen resultados similares. 


A Nivel 4 E Nivel 5 
25 MC 
20 
20 MEE 
19 MF 


LENEBRNS 


a esgssesars 2888 
® sRBassees8e8 


Figura 19.2.—Porcentajes de alumnos por niveles de rendimiento en competencia matematica en 2.° ESO, por comuni- 
dad autónoma. (FUENTE: INEE, 2011.) 


Busca y descarga el documento Siste- 
ma estatal de indicadores de la educación 2001 
de la página http://www.mecd.gob.es/inee/publica- 
ciones/indicadores-educativos/Sistema-Estatal. 
html? mgniPathSelected =/inee/publicaciones/indi- 
cadores-educativos/Sistema-Estatal/paragraphNo 
ticia/0148mgnIPathSortAbove =/inee/publicacio- 
nes/indicadores-educativos/Sistema-Estatal/para- 


graph Noticia/O13&mgnICK = 1435926042373# 
SEIE2015. 


a) Identifica en la figura 19.2 grupos de co- 
munidades autónomas y describe sus 
niveles de rendimiento. 


b) Utiliza el cuadro 2.R2.2 del documento 


y propón recomendaciones para esos 
grupos. 


4. EL PROFESOR Y SUS DECISIONES 
ANTE LOS INDICADORES 
DE CALIDAD 


Los resultados internacionales de evalua- 
ción, el sistema nacional de indicadores y otras 
publicaciones sobre resultados educativos auto- 
nómicos o provinciales proporcionan informa- 
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ción de utilidad para los responsables políticos 
y administrativos que gestionan el sistema edu- 
cativo: legisladores (nacionales y autonómicos), 
responsables de la gestión autonómica y provin- 
cial, expertos educativos, inspectores de educa- 
ción y directores de centro. Junto con ellos, estos 
documentos también afectan a los distintos 
agentes educativos más directamente implica- 
dos: tutores de los cursos, asesores pedagógicos, 
profesores de la materia, padres y familiares. 

Cada una de esas instituciones y personas 
tiene responsabilidad institucional y profesio- 
nal en la mejora de la calidad del sistema edu- 
cativo y, por tanto, de sus resultados. Respon- 
sables e instituciones deben realizar, por tanto, 
una lectura cuidadosa, reflexiva y crítica de los 
datos de esos informes para tomar decisiones 
fundadas que permitan mejorar el trabajo do- 
cente de los profesores, revisar los procesos de 
enseñanza y contribuir a la mejora del apren- 
dizaje escolar de las matemáticas. 


4.1. Fortalezas y debilidades 
en los resultados: decisiones 
del profesor 


La lectura e interpretación de los datos de 
las evaluaciones que realiza el profesor debe in- 
cidir en el trabajo diario con sus estudiantes. 
Cuando dispone de los datos del grupo de es- 
tudiantes en que imparte clase, el profesor pue- 
de utilizar esos datos para tomar decisiones 
sobre su proceso de enseñanza y aprendizaje 
atendiendo una cuestión: ¿qué estrategias adop- 
tar en el trabajo con estudiantes que, mayorita- 
riamente, se ubican en diferentes niveles de ren- 
dimiento? 

Para ello se pueden atender uno o varios de 
los elementos organizativos de los indicadores: 
rendimiento por contenido matemático, varia- 
bilidad de los resultados en la clase y en el cen- 
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tro, etc. A continuación se analizan los logros 
y las dificultades del grupo, aspectos en que se 
han tenido mejores resultados y aquellos otros 
en que se han obtenido peores. La reflexión so- 
bre estos aspectos debe llevar al profesor a: 


e Diseño de estrategias de enseñanza gene- 
rales para todos los estudiantes. 

e Diseño de estrategias de enseñanza dife- 
renciadas por niveles de rendimiento. 

e Análisis de la planificación y su adapta- 
ción para mejorar los puntos débiles. 

e Poner énfasis en los elementos más débiles 
del grupo. 


Como profesor de matemáticas de un 
curso de 2.° de ESO, recibes los resultados de 
una prueba de diagnóstico. Tu grupo se encuen- 
tra en un nivel de competencia 3, descrito en el 
cuadro 2.R2.2 del documento utilizado en la tarea 
7. Concretamente, el informe afirma que tus es- 
tudiantes «Utilizan concepto básicos de la geo- 
metría para abordar situaciones y problemas de 
la vida cotidiana», pero aún no «aplican el cono- 
cimiento geométrico adquirido para interpretar y 
describir el mundo físico». 

Propón estrategias de enseñanza, modifica- 
ciones de la planificación u otros aspectos que 
puedas mejorar para conseguir que dicho grupo 
desarrolle la capacidad esperada en el nivel 4. 


4.2. Oportunidades y amenazas: 
decisiones de las instituciones 


Por su parte, el centro educativo debe ana- 
lizar los resultados globales de su centro, de 
forma interna, comparando los diferentes gru- 
pos, y de forma externa comparando sus resul- 
tados con los de centros de las mismas caracte- 
rísticas. 

El análisis interno proporciona informa- 
ción sobre dificultades y fortalezas comunes, asi 
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como sobre elementos singulares de los proce- 
sos de enseñanza-aprendizaje del centro. Estos 
elementos singulares pueden estar relacionados 
con características de un determinado alumno, 
de algunos profesores, o con las características 
del centro y el equipo directivo. 

Por su parte, el análisis externo sitúa al cen- 
tro con respecto al resto de centros analizados 
y, lo que resulta más interesante, con respecto a 
aquellos centros que tienen las mismas caracte- 
rísticas: un mismo tamaño, tipo de enseñanza, 
nivel sociocultural, situación física, antigúedad, 
nivel de formación de los padres, etc., es decir, 
de centros con que ofrecen oportunidades de 
aprendizaje similares. El equipo educativo y el 
equipo de profesores deben responder a ¿cómo 
está situado mi centro con respecto a los que 
tienen similares características?, y proporcionar 
propuestas de mejora. 

Existen otros agentes institucionales que de- 
ben tomar decisiones al respecto, como las de- 
legaciones de educación, a la vista de los resul- 
tados de los centros que dependen de ellas, o 
los organismos responsables de legislar. 


El instituto en el que trabajas recibe los 
resultados de la evaluación de diagnóstico de 
matemáticas en los que se pone de manifiesto 
que diferentes grupos del curso de 2.2? ESO se 
sitúan en diferentes niveles de competencia. 
Mientras 2.2 A está en un nivel 4, 2.2 D está en 
un nivel 2. 

Reflexiona sobre las consecuencias que pue- 
den tener las siguientes decisiones del equipo 
directivo y el claustro de profesores: 


a) Redistribuir al alumnado de esos grupos 
de forma diferente para el próximo curso. 

b) Proponer al departamento de matemati- 
cas la elaboración de un informe que 
describa las diferencias entre las progra- 
maciones de aula y las metodologías de 
sus profesores, así como su adecuación 
a la programación del departamento. 


c) Realizar un estudio pormenorizado de las 
características socio-económicas de los 
diferentes grupos. 

d) Proponer medidas de atención a la diver- 
sidad para los grupos con peores resul- 
tados. 


5. ESTUDIOS INTERNACIONALES 
DE EVALUACIÓN 


La función política de la evaluación de los 
estudiantes trasciende las fronteras de los paí- 
ses. La evaluación de los sistemas educativos es 
una prioridad de las instituciones educativas 
internacionales. Entre ellas, la Asociación In- 
ternacional para la Evaluación del Rendimien- 
to Educativo (IEA) y la Organización para la 
Cooperación y del Desarrollo Económicos eje- 
cutaron dos proyectos internacionales de reco- 
nocido prestigio en los que participó el Gobier- 
no de España, contribuyendo a la evaluación 
del sistema educativo español; se trata del estu- 
dio TIMSS y del proyecto PISA. 

El estudio TIMSS (Trends in Mathematics 
and Science Study) es una prueba de evaluación 
del rendimiento escolar en matemáticas y cien- 
cias realizada por la IEA. En España se aplicó 
en 2011 a escolares de 4.” de Primaria. El proyec- 
to PISA (Programme for International Student 
Assesment) recabó información sobre el dominio 
de los ciudadanos en el uso de herramientas ma- 
temáticas en la vida cotidiana. En España la 
prueba de matemáticas se aplicó por última vez 
en 2012 a estudiantes de 15 años de edad. El ini- 
cio de la participación en PISA fue el año 2000; 
las CCAA se han incorporado progresivamente 
desde entonces a este estudio. En 2012 participa- 
ron 25.000 estudiantes españoles (sobre los 
373.000 que formaron la muestra internacional 
de estudiantes de 15 años). Los resultados glo- 
bales se resumen en la puntuación media de 484, 
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Figura 19.4.—Porcentaje de alumnos por niveles de rendimiento en la prueba TIMSS 2011 en los países participantes 
(TEA, 2013, p. 50). 


Entre los resultados españoles del estudio 
TIMSS predomina la relación de los resultados 
con la titularidad de los centros, donde los pri- 
vados destacan con una mejor puntuación so- 
bre los públicos. Este dato queda matizado por 
el nivel socioeconómico de las familias de los 
alumnos que acuden a esos centros. Aparecen, 
como ocurre en el estudio de indicadores co- 
mentado, el número de libros en casa y la ocu- 
pación de los padres. 

Los estudiantes españoles se distinguen en 
su análisis de las soluciones o los resultados 
matemáticos y cuando aclaran su sentido en 
el contexto de un problema. También sobresa- 
len al valorar soluciones o razonamientos ma- 
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temáticos relacionados con el contexto de un 
problema. Se pueden subrayar otros aspec- 
tos en que los escolares españoles descuellan, 
aunque en menor medida: al realizar cálculos, 
al manejar expresiones algebraicas o al ex- 
traer información de gráficos y diagramas. 
Los peores resultados se obtuvieron al identi- 
ficar situaciones en las que aplicar y utilizar 
matemáticas o al hacer modelos matemáticas 
de problemas reales. Los niveles de rendimien- 
to superiores los alcanzaron el 8% (12% en 
promedio en la OCDE) de los estudiantes 
españoles y el 24% de ellos se quedó en los 
niveles inferiores (el 23% en promedio en la 
OCDE). 


Atención a la diversidad 


RAFAEL RAMÍREZ UCLÉS 


INTRODUCCIÓN 


En ocasiones anteriores hemos argumentado 
que el profesor diseña su actuación a partir de 
unas expectativas de aprendizaje, para lo cual con- 
sidera distintos componentes del análisis didáctico. 
Cada alumno se encuentra en un momento par- 
ticular de desarrollo de su competencia matemáti- 
ca, por lo cual la atención a la diversidad adquiere 
un papel relevante para que cada estudiante con- 
siga el máximo provecho. El profesor, como guía 
para el logro de esa competencia, desempeña un 
papel de orientador, aconseja al alumno en rela- 
ción a su itinerario curricular durante la enseñanza 
secundaria, realiza propuestas de agrupamientos 
y propone programas de refuerzo y de ampliación. 

La atención a la diversidad se concibe como una 
oportunidad que tiene el profesor de satisfacer las 
necesidades educativas de cada uno de sus alum- 
nos, teniendo en cuenta sus motivaciones, capaci- 
dades, dificultades y estilos de aprendizaje, de 
modo personalizado. Esto requiere un conocimien- 
to del alumno que se enriquece con el propio pro- 
ceso de enseñanza. No obstante, como veremos 
en el primer apartado del capítulo, es posible y 
conveniente establecer unas pautas previas para 
atender a la diversidad en la planificación de una 
unidad didáctica. 

La atención a la diversidad cobra mayor sentido 
para aquellos alumnos con necesidades educativas 
especiales. Los conceptos y la terminología para 
describir a estos alumnos se ha ido matizando en 
las diferentes normativas curriculares (necesidades 
educativas especiales, alumnado con necesidad 
específica de apoyo educativo, etc.), si bien en este 
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capítulo los utilizamos indistintamente. Considera- 
mos a aquellos alumnos que, por tener unas carac- 
terísticas intelectuales o físicas específicas deman- 
dan una atención personalizada durante su proceso 
de enseñanza. Estas necesidades educativas pue- 
den provenir de diagnósticos del departamento de 
orientación, tutores o profesores de cursos anterio- 
res, evaluaciones iniciales u otros. Responden, por 
tanto, a situaciones muy particulares que son difí- 
ciles de prever en una planificación general de las 
unidades didácticas de un curso. Sin embargo, el 
profesor puede y debe determinar criterios que mar- 
quen las estrategias educativas a seguir cuando se 
presenten esos casos particulares. 

Con la atención a la diversidad se pretende an- 
ticipar la concreción de la planificación del profe- 
sorado en la unidad didáctica a la realidad del 
alumnado que se encuentra en el aula: alumnos 
con dificultades graves de aprendizaje, déficit de 
atención, altas capacidades matemáticas, necesi- 
dades de compensación o incorporación tardía, 
entre otros. Es en los documentos curriculares don- 
de el profesor encuentra los distintos casos de 
necesidades específicas de apoyo educativo, así 
como orientaciones para el tratamiento de los ca- 
sos expuestos anteriormente. 

En la segunda parte del capítulo, sin pretender 
un estudio exhaustivo, presentamos ejemplos de 
tareas para atender a la diversidad, combinando 
dos dimensiones. Por un lado los diferentes ámbi- 
tos (escuela-clase-grupo-alumno), y por el otro las 
modificaciones en los distintos componentes del 
análisis didáctico. 
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1. PLANIFICACIÓN PARA ATENDER 
A LA DIVERSIDAD 


Para diseñar una unidad didáctica, el profe- 
sor debe tener en cuenta las características del 
grupo clase en que va a llevarla a cabo. Los 
análisis de contenido, cognitivo, de instrucción 
y de evaluación se desarrollan atendiendo al 
proceso de aprendizaje de los alumnos de un 
grupo concreto. La atención a la diversidad exi- 
ge un tratamiento individualizado para aquellos 
alumnos que presenten necesidades educativas 
singulares, y así profundizar sensiblemente en 
aquellos aspectos que los diferencian. 

Más que un listado de actividades exhaus- 
tivo de refuerzo, repaso y ampliación, se pre- 
tende que el profesor conozca pautas para «re- 
formular» las decisiones del análisis didáctico 
previo y así planificar y diseñar actuaciones 
particulares con los alumnos que las deman- 
den. En este apartado se pueden tomar decisio- 
nes para elaborar adaptaciones curriculares, 
programas de enriquecimiento curricular y pro- 
gramas de refuerzo. 

Son varias las fases a tener en cuenta para 
elaborar las propuestas de atención a la diver- 
sidad, desde un ámbito general al más particu- 
lar: escuela, clase, grupo y alumno. 

Por un lado, el profesor debe atender las 
actuaciones en agrupamientos derivados de la 
propia organización de los centros escolares. En 
este apartado se incluyen medidas que tienen 
en cuenta el contexto sociocultural del centro, 
su idiosincrasia y los agrupamientos marcados 
desde la Administración o desde el Plan de 
Centro (grupos de diversificación curricular, de 
apoyo y de enriquecimiento). En estas situacio- 
nes, la atención a la diversidad tiene un primer 
nivel de concreción que hace referencia a las 
características de un colectivo ya seleccionado. 

Por otro lado, los criterios individuales que 
marcan la atención a la diversidad propiamen- 


te dicha, es decir, las decisiones curriculares to- 
madas por el profesor debidas a la singularidad 
de cada uno de los alumnos con necesidades 
educativas especiales, en los grupos antes cita- 
dos o en el grupo clase (adaptaciones curricu- 
lares significativas, refuerzos, ampliaciones...). 

En ambos casos, para elaborar estrategias 
de atención a la diversidad utilizamos las mis- 
mas dimensiones de reflexión curricular que 
determinan el currículo de las matemáticas es- 
colares como un sistema integrado: culturales/ 
conceptuales, cognitivas, normativas y morales, 
y sociales. 

Aludiendo a las cuatro dimensiones anterio- 
res, el último ámbito de actuación para llevar a 
cabo las diferentes adaptaciones del currículo es 
el aula, siendo el profesor el encargado de llevar 
a cabo el plan de formación en matemáticas que 
se concreta al determinar unos contenidos, ob- 
jetivos, metodología y criterios e instrumentos de 
evaluación. Estos cuatro componentes, matiza- 
dos para las necesidades concretas, caracterizan 
el currículo como plan operativo de actuación. 

A continuación mostramos el enfoque con 
que se plantea en los documentos curriculares, 
utilizando a modo de ejemplo dos de ellos, 
NCTM y LOMCE. 


1.1. Atención a la diversidad 
en documentos curriculares 


En los sistemas educativos actuales el obje- 
tivo de atender a la diversidad presenta a los 
docentes el reto de enseñar a cada individuo se- 
gún sus necesidades específicas, evitando su ex- 
clusión respecto al grupo del que forman parte. 
Esta importancia de atender a la diversidad y a 
los alumnos de necesidades educativas especia- 
les es reclamada tanto por la normativa vigente 
como por las diferentes organizaciones implica- 
das en la educación, como OCDE, UNESCO y 
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NCTM, por citar algunas de las ya referencia- 
das anteriormente. A modo de ejemplo, veamos 
cómo se aborda en una de ellas. La organiza- 
ción norteamericana National Council of Tea- 
cher of Mathematics (NCTM), en la obra Prin- 
cipios y Estandares, propone que esos principios 
y estandares sean de uso obligado por aquellos 
que toman decisiones sobre la educación mate- 
mática. De los seis principios destacamos el pri- 
mero, en el que se hace una clara alusión al 
enfoque de la atención a la diversidad: 


Principio de igualdad: la excelencia en la 
educación requiere igualdad, altas expectati- 
vas y fuerte apoyo para todos los estudiantes. 


La descripción de este principio enfatiza: 


Todos los alumnos, independientemente 
de sus características y circunstancias perso- 
nales, deben tener oportunidades para estu- 
diar matemáticas y apoyo para aprenderlas. 
La igualdad no significa que todos deban re- 
cibir idéntica instrucción; por el contrario, 
exige que se hagan adaptaciones razonables y 
apropiadas para proporcionar la posibilidad 
a todos los estudiantes de obtener logros. 


Este documento, sin entrar en actuaciones 
concretas, marca algunas pautas genéricas: de- 
jar más tiempo para las tareas o fomentar las 
pruebas orales para los alumnos con alguna 
incapacidad; programas especiales, clases par- 
ticulares e incluso ayuda de compañeros de 
niveles más avanzados para los alumnos con 
dificultades, y programas más ricos, con más 
recursos, para estimular y comprometer a 
aquellos con especial interés o talento excep- 
cional. 

En la normativa curricular, en las leyes edu- 
cativas, se hace hincapié en la necesidad de 
atender las características específicas. Así, en el 
artículo relativo a la autonomía de los centros 
se alude a este principio de igualdad: 
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Los centros docentes desarrollarán y com- 
plementarán, en su caso, el currículo y las me- 
didas de atención a la diversidad establecidas 
por las Administraciones educativas, adaptán- 
dolas a las características del alumnado y a su 
realidad educativa con el fin de atender a todo 
el alumnado. Asimismo, arbitrarán métodos 
que tengan en cuenta los diferentes ritmos de 
aprendizaje del alumnado, favorezcan la capa- 
cidad de aprender por sí mismos y promuevan 
el trabajo en equipo. 


En el artículo 9 de la LOMCE se hace una 
mención específica de lo que se considera alum- 
nado con necesidad específica de apoyo educa- 
tivo. 


. alumnado que requiera una atención 
educativa diferente a la ordinaria, por presentar 
necesidades educativas especiales, por dificul- 
tades específicas de aprendizaje, Trastorno por 
Déficit de Atención e Hiperactividad (TDAH), 
por sus altas capacidades intelectuales, por ha- 
berse incorporado tarde al sistema educativo, 
o por condiciones personales o de historia es- 
colar, para que pueda alcanzar el máximo de- 
sarrollo posible de sus capacidades personales 
y, en todo caso, los objetivos establecidos con 
carácter general para todo el alumnado. 


Se pueden diferenciar dos grupos en el alum- 
nado con necesidad de apoyo educativo; además 
de los que manifiestan dificultades, también hay 
que atender a aquellos que presentan altas capa- 
cidades. Para los primeros se insiste en la igual- 
dad de oportunidades y su no discriminación, se 
proponen medidas de flexibilización, alternati- 
vas metodológicas y adaptaciones curriculares. 
Para el alumnado de altas capacidades se de- 
mandan planes de actuación, como programas 
de enriquecimiento o la posibilidad de impartir- 
les contenidos para adquirir capacidades de cur- 
sos superiores que desarrollen al máximo sus 
competencias, teniendo en cuenta su motivación, 
ritmo y estilo de aprendizaje. 
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Los artículos 16 y 19 tratan algunas de las 
medidas organizativas y curriculares para aten- 
ción a la diversidad como parte del proyecto 
educativo del centro y ofrecen pautas metodo- 
lógicas para los programas de mejora del apren- 
dizaje y del rendimiento. 


Entre las medidas indicadas en el aparta- 
do anterior se contemplarán las adaptaciones 
del currículo, la integración de materias en 
ámbitos, los agrupamientos flexibles, el apoyo 
en grupos ordinarios, los desdoblamientos de 
grupos, la oferta de materias específicas, los 
Programas de Mejora del Aprendizaje y el 
Rendimiento y otros programas de tratamien- 
to personalizado para el alumnado con nece- 
sidad específica de apoyo educativo. 


Localiza en los documentos propuestos 
argumentos que justifiquen la importancia de la 
atención a la diversidad en educación matemáti- 
ca. Haz una valoración personal. 


A continuación vemos varlas propuestas de 
diseño de actuaciones para la atención a la di- 
versidad. No se pretende un listado exhaustivo, 
sino recalcar y ejemplificar la idea de que la 
modificación de componentes en el análisis di- 
dáctico permite adaptar el proceso de enseñan- 
za a las diversas necesidades de los alumnos. 


1.2. Propuestas de atención 
a la diversidad 


En una primera consideración, distinguimos 
varias opciones según el tamaño del grupo y 
número de sujetos a los que va dirigida la pro- 
puesta (figura 20.1). Desde actuaciones diseña- 
das para atender a un alumno concreto hasta 
propuestas que abarcan agrupamientos más 
amplios según determinadas características. 


Escuela 
Clase 


Grupo 


Alumno 


Figura 20.1.—Opciones de atención a la diversidad según 
agrupamientos. 


Por ejemplo, podemos contextualizar una 
adaptación curricular de una unidad didáctica 
para un solo alumno con déficit de atención o 
bien para un grupo de tres alumnos de altas 
capacidades de un mismo curso, diseñar una 
propuesta para una clase de diversificación o 
planificar para todo un centro de alumnos con 
déficit auditivo. 

La principal diferencia en estas opciones es 
focalizar la atención a la diversidad, bien en 
unas características individuales o en las del 
grupo al que va dirigida. Por ejemplo, en la 
adaptación curricular de un alumno de altas 
capacidades el profesor puede ofrecerle tareas 
con un nivel elevado de complejidad, mientras 
que sus compañeros realizan la misma tarea 
con demandas inferiores. Si en esta misma cla- 
se hay varios alumnos con talento matemático, 
el profesor puede plantear metodologías de tra- 
bajo que agrupen a esos alumnos para que dis- 
cutan las estrategias de resolución de tareas que 
requieran un elevado nivel de argumentación y 
compartan su solución con las compañeros. 

En una clase que permita los agrupamientos 
flexibles, y en la que en determinados momentos 
se agrupan los alumnos con unas características 
concretas, es posible focalizar la atención en ta- 
reas que profundicen en un nivel específico, sin 
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tener que diversificar la complejidad. Pueden 
ser clases de apoyo o de enriquecimiento, cuyos 
contenidos son diferentes, desde ejercicios para 
afianzar los contenidos mínimos hasta proyec- 
tos de investigación para profundizar en con- 
ceptos que van más allá del currículo. En los 
programas de diversificación curricular, los con- 
tenidos matemáticos se programan conjunta- 
mente con otras asignaturas del ámbito cienti- 
fico-tecnológico para alcanzar los objetivos de 
la etapa y desarrollar las competencias. 


Localiza en los documentos curricula- 
res las estrategias de agrupamiento para la aten- 
ción a la diversidad. Analiza posibles ventajas e 
inconvenientes. 


Vamos a presentar a continuación propues- 
tas grupales e individuales para la atención a la 
diversidad. En ambos casos seleccionamos un 
ejemplo de atención a los alumnos que presen- 
tan dificultades y otro para los alumnos de alta 
capacidad matemática. 


2. EJEMPLOS DE PROPUESTAS 
GRUPALES 


Entre las medidas grupales de atención a la 
diversidad se encuentran los agrupamientos 
flexibles para la atención al alumnado de un 
grupo específico, desdoblamientos de grupos en 
las materias instrumentales, apoyo en grupos 
ordinarios mediante un segundo profesor o 
profesora dentro del aula y un modelo flexible 
de horario lectivo semanal. Para una agrupa- 
ción de alumnos con nivel de competencia cu- 
rricular relativamente homogéneo es posible 
diseñar adaptaciones curriculares específicas. 

Presentamos dos ejemplos, uno de refuerzo 
y otro de enriquecimiento, para ejemplificar la 
atención a la diversidad en un grupo específico. 
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2.1. Programas de refuerzo 


Los programas de refuerzo tienen como ob- 
jetivo lograr aquellos aprendizajes no adquiri- 
dos. Puede ser con alumnos que no hayan pro- 
mocionado de curso o que, aun promocionando, 
no hayan superado los objetivos de matemati- 
cas; alumnos que requieran refuerzo, ya iden- 
tificados al acceder a primer curso de Educa- 
ción Secundaria, o que muestren dificultades en 
cualquier momento del ciclo. Para estos alum- 
nos se recomienda diseñar planes específicos 
personalizados, si bien pueden incluirse en un 
programa de refuerzo de materias instrumenta- 
les, en nuestro caso las matemáticas, orientado 
a la superación de las limitaciones detectadas. 

Por tanto, son alumnos que ya cuentan con 
un diagnóstico de dificultades. Presentamos 
una propuesta para ellos, focalizada en los com- 
ponentes del análisis cognitivo (tabla 20.1) en el 
que se ha localizado un error en particular. En 
la resolución de inecuaciones, al despejar la in- 
cógnita un error común consiste en «pasar» los 
factores negativos que multiplican a un término 
al otro término de la inecuación, dividiendo sin 
cambiar el sentido de la desigualdad. Hemos 
percibido este error en un grupo de alumnos 
repetidores que pertenecen a un programa de 
refuerzo, quienes manifiestan no haber adqui- 
rido la destreza correspondiente a este procedi- 
miento, sin comprender las propiedades de las 
desigualdades y verbalizándolas sin darle senti- 
do. Planteamos una tarea para este grupo de 
alumnos en tres fases: 


— 


Conocer los hechos y destrezas. 

2. Detectar los errores cometidos. 

3. Comprender los conceptos y propieda- 
des implicadas. 


Esta tarea puede llevarse a cabo con todos 
los alumnos de la clase, pero es en el trabajo en 


370 / Elementos de didáctica de la matemática para el profesor de Secundaria 
TABLA 20.1 
Componentes del análisis didáctico considerados 


Análisis cognitivo Errores al despejar números negativos en las desigualdades 


Hecho (verbalización sin comprender el significado): «Al pasar di- 
vidiendo un número negativo, la desigualdad cambia de sentido». 


Análisis de contenido 


Por ejemplo, -3x < 6 se convierte en x > 6 


Destreza: «recitar pasos» para despejar en inecuaciones. 


Concepto: propiedades de la desigualdad al multiplicar por un nú- 
mero ambos miembros. 
Estrategias: comprensión del procedimiento para despejar. 


Análisis de instrucción 


Tarea «de los errores se aprende» 
Trabajo en grupo de alumnos del programa de refuerzo. 


Análisis de actuación 


grupo del programa de refuerzo donde cobra 
mayor sentido, para focalizar toda la atención 
del profesor en las dificultades concretas. 


Ejemplo. «De los errores se aprende» 


El alumno dispone de un portafolio en el que 
va a recoger los errores en que incurra y que le 
indique el profesor, tanto en los ejercicios dia- 
rios como en las pruebas escritas. Con ayuda 
del profesor, tiene que expresar con sus pala- 
bras la idea errónea, el por qué la ha utilizado 
y la corrección necesaria para no volver a repe- 
tirla. 

Inicialmente el profesor marca unas pautas 
para expresar los errores: 


—No he sabido plantear el problema. 

—Me he equivocado en las operaciones. 

—He operado mal con las fracciones: el 
signo delante de una fracción afecta al signo 
del numerador o del denominador, no de los 
dos. 


Portafolio con registro y corrección de errores. 


—No he despejado bien; el 3 no podía pasar 
dividiendo porque no multiplicaba a todos los 
miembros. 

—Ni siquiera he pensado el ejercicio. 


En estas clases de refuerzo, el alumno lee 
públicamente su portafolio y los compañeros 
señalan si ellos han incurrido en el mismo error. 
Cada vez que registren un mismo error, lo mar- 
carán con un asterisco y analizarán las causas 
que lo han originado. El profesor plantea ta- 
reas, para resolver en grupo, a aquellos alum- 
nos que hayan manifestado las mismas dificul- 
tades, seleccionando del análisis cognitivo las 
oportunidades de aprendizaje correspondien- 
tes. Veamos un ejemplo de actuación en la uni- 
dad de inecuaciones para el ejemplo de los erro- 
res al resolver inecuaciones: 


El alumno registra el error cometido: Al pa- 
sar dividiendo el —3, debería haber cambiado 
el sentido de la desigualdad. 

El profesor le ayuda a verbalizar el ¿por qué? 
«Pasar» dividiendo es dividir entre —3 en los 


© Ediciones Pirámide 


dos miembros. Si en una desigualdad dividimos 
los dos miembros por un mismo número nega- 
tivo, la desigualdad cambia de sentido: 

El alumno corrige el error y debe responder 
en grupo a las siguientes cuestiones: 


—¿Entiendo las propiedades de las des- 
igualdades? 

— Sé distinguir los pasos para resolver 
ecuaciones e inecuaciones? 

—jPodria haberme dado cuenta del error 
sustituyendo en la inecuación? 

—;Qué ocurre si en los números de un as- 
censor se cambian los signos? 

—¿Sabría resolver las siguientes inecua- 
ciones?: 


a) -3x<6 
b) -x>9 
c) 2x<9 
d) 5x<6+10x 


—¿Podría explicar a un compañero la afir- 
mación «Si en una desigualdad dividimos los 
dos miembros por un mismo número negativo, 
la desigualdad cambia de sentido»? ¿Y al resol- 
ver las inecuaciones anteriores? 


Plantea una propuesta grupal de aten- 
ción a la diversidad para alumnos que han pro- 


mocionado de curso pero que no han conseguido 
superar los objetivos de matemáticas. Identifica 
los elementos del análisis didáctico a tener en 
cuenta. 


2.2. Programas de enriquecimiento 
La sobredotación, el alto rendimiento y el 
talento matemático son tres conceptos inde- 


pendientes, que pueden estar relacionados. El 
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alumno de altas capacidades presenta puntua- 
ciones superiores a la media en los test psico- 
métricos en los que destaca en varias áreas, pu- 
diendo ser las matemáticas una de ellas. Un 
alumno con talento matemático posee unas ha- 
bilidades matemáticas sobresalientes, ya diag- 
nosticadas por el departamento de orientación 
o bien por nominaciones de profesores de ma- 
temáticas. Sin embargo, no necesariamente esos 
casos van acompañados de un alto rendimien- 
to en matemáticas. 

Las medidas de atención a la diversidad 
para estos alumnos deben encaminarse a la 
demanda que manifiesten. Por ejemplo, un 
alumno de alto rendimiento en matemáticas 
puede alcanzar su máximo nivel de compe- 
tencia matemática, y el hecho de plantearle 
nuevos retos que le supongan un excesivo es- 
fuerzo puede generar un efecto contrario al 
deseado. 

Un alumno con talento matemático es aquel 
que, entre otras características, pregunta espon- 
táneamente cuestiones que van más allá de las 
tareas matemáticas que se le plantean, aprende 
rápidamente, tiene capacidad para generalizar 
y realizar abstracciones, cambia fácilmente de 
una estrategia a otra, localiza la clave de los 
problemas, busca patrones y relaciones, produ- 
ce ideas originales, desarrolla estrategias efi- 
cientes, piensa de modo crítico, persiste en la 
consecución de los objetivos que se propone y 
tiene tendencia a ver el mundo desde una pers- 
pectiva matemática. 

En las altas capacidades se combinan las 
habilidades sobresalientes con la creatividad y 
el compromiso con la tarea. Si las matemáti- 
cas destacan en esas habilidades, son alumnos 
que demandan tareas que respondan a sus ne- 
cesidades educativas especiales. Vamos a con- 
siderar propuestas para atender a los alumnos 
de alta capacidad matemática o talento mate- 
mático. 
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Son varias las estrategias para atender a estos 
alumnos: aceleración, agrupamientos, tutorías, 
mentores y adaptaciones del currículo (compac- 
tar el currículo o enriquecimiento). Como pro- 
puesta de agrupamiento consideramos un ejem- 
plo de enriquecimiento curricular para un grupo 
de alumnos de alta capacidad matemática en un 
mismo curso. 

El enriquecimiento curricular consiste en 
enseñar nuevos contenidos que no estén cubier- 
tos en el currículo oficial o trabajar en un nivel 
de mayor profundidad, tratando los temas con 
un nivel mayor de abstracción y complejidad. 
Aquí también pueden establecerse agrupamien- 
tos flexibles en momentos puntuales de su ho- 
rario semanal. 


Busca similitudes y diferencias entre 
los siguientes términos: superdotado, altas capa- 
cidades, talento académico, alto rendimiento y 
talento matemático. 


Proponemos un esquema de actuación que 
tiene en cuenta tres factores: las características 
del talento matemático, las metodologías pro- 
puestas para la atención de los alumnos de al- 
tas capacidades, y los contenidos y elementos 
de razonamiento matemático a enriquecer. 
Además del contenido matemático escolar, se 
pueden enriquecer elementos de razonamiento 
matemático, favoreciendo el desarrollo de las 
características del talento que poseen los estu- 
diantes y proponiendo retos que las pongan en 
juego. La tarea que planteamos está pensada 
para una sesión en la que participan alumnos 
de alta capacidad matemática, mientras el res- 
to de compañeros trabaja con puzles los con- 
tenidos curriculares de la tarea de reflexión 
descrita en el capítulo 13 sobre la formulación 
del teorema de Pitágoras para triángulos no 
rectángulos. El enriquecimiento se centra en 
profundizar aspectos relativos a la argumenta- 
ción y poner en juego la capacidad de genera- 
lización como característica del talento. 


TABLA 20.2 


Elementos del análisis didáctico seleccionados 


Análisis de contenido 


Teorema de Pitágoras. 
Doble implicación. 
Formulación como igualdad de áreas. 


Objetivos: 


ARES iti 
nalisis cognitivo del Teorema. 


Competencia matemática: razonar y argumentar. 


Argumentar justificadamente la doble implicación de la formulación 


Formular el teorema de Pitágoras para el área de polígonos regulares 
construidos sobre los lados. 


Análisis de instrucción 


Tarea «Más allá del teorema de Pitágoras» 
Trabajo en grupo en sesiones de enriquecimiento. 


Análisis de actuación 


Evaluación de las propuestas de los compañeros. 
Discusión en gran grupo de la validez de las argumentaciones. 
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Ejemplo. «Más allá del Teorema de Pitágoras» 


El trabajo previo en clase ha hecho que los 
estudiantes conozcan el enunciado del Teorema 
y su formulación como igualdad entre las áreas 
de los cuadrados construidos sobre los lados. 
En una primera parte de la sesión se discute 
sobre la doble implicación del enunciado del 
teorema de Pitágoras. Los alumnos disponen 
de algunas demostraciones visuales conocidas, 
puzles, papel cuadriculado y Geogebra. 


1. Se completan y se buscan demostracio- 
nes de la siguiente afirmación: 


Si un triángulo es rectángulo, entonces el 
área del cuadrado sobre la hipotenusa... 


2. Tras la puesta en común de los resulta- 
dos, se busca formular y demostrar el 
recíproco. 


Si en un triángulo el área del cuadrado 
sobre el lado mayor... 


3. A partir de las siguientes figuras (figu- 
ra 20.2) se les plantea que formulen y 
justifiquen la doble implicación para 
triángulos acutángulos y obtusángulos. 


Figura 20.2.—Relación de Pitágoras en triángulos no rec- 
tángulos. 
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4. Teorema de Pitágoras para otros poligo- 
nos. Utilizando Geogebra, investiga qué 
relación existe entre las áreas de los po- 
lígonos regulares de n lados construidos 
sobre los lados de un triángulo rectángu- 
lo (figura 20.3). ¿Ocurre lo mismo para 
los acutángulos? ¿Y conlos obtusángulos? 


Figura 20.3.—Teorema de Pitágoras para polígonos regu- 
lares de seis lados. 


5. Amplía el enunciado del teorema de Pi- 
tágoras, de modo que en el «nuevo» 
aparezcan todos los resultados obteni- 
dos anteriormente. 


El enriquecimiento curricular, más que en 
la búsqueda de demostración, se centra en que 
los alumnos conozcan la utilización correcta de 
contraejemplos, conjeturas, condiciones nece- 
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sarias y suficientes y otras técnicas de argumen- 
tación. En el trabajo en grupos reducidos se 
pretende que compartan sus razonamientos, 
discutiendo su validez y organizando las ideas 
del grupo. El profesor organiza las intervencio- 
nes de los alumnos, las orienta y redirige hacia 
los objetivos propuestos, y canaliza el debate a 
la formulación final de la generalización del 
teorema, recogiendo las ideas principales y las 
estrategias de razonamiento utilizadas. 


Plantea una propuesta grupal de aten- 
ción a la diversidad para alumnos de alta capa- 
cidad matemática. Identifica los elementos del 
análisis didáctico a tener en cuenta. 


3. EJEMPLOS DE PROPUESTAS 
INDIVIDUALES 


Las medidas de atención a la diversidad están 
diseñadas para apoyar el aprendizaje del alumno 
y atenderle según sus características. Se pueden 
distinguir varios tipos de medidas, según sean o 
no puntuales o bien más o menos específicas: 


— Apoyo puntual: proponer actividades 
de refuerzo o ampliación, según el ren- 


dimiento observado del alumno en 
cada unidad. 

— Apoyo ordinario: tomar decisiones 
metodológicas en el aula (tareas con 
distintos grados de complejidad, agru- 
pamientos flexibles dentro del aula, 
diversidad en las estrategias de ense- 
ñanza y otros), elaborar programas de 
atención a la diversidad (programas de 
refuerzo, planes específicos personali- 
zados para los alumnos que no pro- 
mocionen) y otras medidas organiza- 
tivas del Centro. 

— Apoyo específico: además de los agru- 
pamientos flexibles, desdoblamientos 
o reorganizaciones globales del cu- 
rrículo, en estos casos se pueden pro- 
poner adaptaciones curriculares como 
medidas personalizadas de atención a 
la diversidad. 


Las adaptaciones curriculares consisten en 
una modificación del currículo para dar res- 
puesta a alumnos con necesidades específicas 
de apoyo educativo. Van destinadas a alumnos 
en las siguientes situaciones (tabla 20.3), para 
los que se proponen las medidas indicadas se- 
gún su desfase respecto al grupo edad. 


TABLA 20.3 


Tipos de adaptaciones curriculares 


Adaptaciones curriculares 


Alumnado 


No significativas 


Significativas 


Con necesidades educativas especiales. 
Que se incorpora tardíamente al siste- 
ma educativo. 

Con dificultades graves de aprendizaje. 
Con necesidades de compensación 
educativa. 


Desfase curricular poco impor- 
tante respecto al grupo de edad. 
Modificar elementos del currícu- 
lo (metodología, contenidos). 
NO modificar objetivos ni crite- 
rios de evaluación. 


Desfase respecto al grupo de 
edad que obliga a modificar 
elementos del currículo, in- 
cluidos los objetivos y los 
criterios de evaluación. 


Con altas capacidades intelectuales. 


Adaptaciones curriculares para el alumnado con altas capaci- 
dades intelectuales. 
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Como en las propuestas grupales, vamos a 
describir dos propuestas de adaptación curricu- 
lar: una para alumnos que se incorporan tar- 
diamente al sistema educativo y otra para aqué- 
llos con altas capacidades matemáticas. 


3.1. Adaptación curricular 
para el alumnado con dificultades 


Es en este apartado donde se puede encon- 
trar mayor variedad de manifestaciones de la 
diversidad, pues las dificultades pueden ori- 
ginarse por situaciones muy diferentes: alum- 
nado con discapacidad psíquica, motora o 
sensorial, con trastornos graves de conducta, 
inmigrantes con desconocimiento del idioma, 
o estudiantes con privación sociocultural o con 
dificultades específicas de aprendizaje. 

Conviene distinguir estas situaciones de 
aquellos casos en que los alumnos manifiestan 
un rendimiento escolar por debajo de su capa- 
cidad, no debido a dificultades, sino a falta de 
motivación, esfuerzo u otras componentes ac- 
titudinales. En estos casos, más que adaptacio- 
nes del currículo para «rebajar» las expectati- 
vas, es necesario focalizar la atención en las tres 
subcategorías de contenidos actitudinales seña- 
lados: favorecer la afectividad e interés de cada 
alumno hacia las matemáticas (emocional), el 
respeto de las normas y cumplimiento de tareas 
(moral y normativo) y favorecer que cada uno 
sea consciente de cómo contribuyen a su de- 
sarrollo como persona (ético). 


Un profesor utiliza esta pregunta como 
parte de un cuestionario sobre actitudes del 
alumno: 

Contesta con un número entre 1 (totalmente 
en desacuerdo) y 5 (totalmente de acuerdo) a 
las siguientes afirmaciones sobre ti mismo: 


O Ediciones Pirámide 


Atención a la diversidad / 375 


a) Normalmente las matemáticas me hacen 
sentir incómodo y nervioso. 

b) Estudio matemáticas porque sé lo útiles 
que son. 

c) Las matemáticas no tienen ninguna im- 
portancia para mi vida. 

d) A pesar de que estudio mucho, las ma- 
temáticas son difíciles para mí. 


Identifica las distintas actitudes que pueden 
aparecen en las respuestas, clasifícalas y valora 
la información que puede ser extraída de esas 
respuestas. 


Consideramos un ejemplo de diseño de ta- 
reas para alumnos con dificultades en su apren- 
dizaje de matemáticas. Partimos de un diagnós- 
tico de dificultades en el ámbito matemático 
proveniente del departamento de orientación y 
de las pruebas iniciales (tabla 20.4) para un 
alumno inmigrante, con desconocimiento del 
idioma que se ha incorporado tardíamente a 
nuestro sistema escolar. 

Presentamos una propuesta focalizada en el 
análisis de contenido, concretamente en las re- 
presentaciones del número natural. Atendiendo 
al diagnóstico, la tarea, contextualizada en la 
unidad didáctica de números de primero de 
ESO, pretende mejorar su competencia lingüís- 
tica (comprensión de vocablos), su compren- 
sión de las operaciones básicas (déficit de cono- 
cimientos matemáticos específicos) y favorecer 
una actitud más positiva hacia las matemáticas. 

La tarea propuesta forma parte de una 
adaptación curricular significativa, pues pre- 
senta un gran desfase respecto al grupo edad, 
en el que los objetivos y criterios de evaluación 
se modifican. Se reformulan los objetivos y cri- 
terios de evaluación de la clase a la que perte- 
nece el alumno (en negrita en la tabla 20.4), en 
la que el contenido se focaliza en los números 
racionales, concepto y Operaciones. 
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TABLA 20.4 


Ejemplo de informe de dificultades matemáticas 


Informe de dificultades matemáticas 


Dificultades en el cálculo. Dificultades en la adquisición de nociones básicas y principios nu- 
méricos. 

Dificultades en las operaciones: comprensión de vocablos, reglas de 
aplicación, organización y estructuración espacial de cada operación. 
Déficit en la elaboración y aplicación oportuna de algoritmos y otros 
procedimientos de pensamiento. 


Dificultades en la resolución de | Déficit en la comprensión del enunciado y su traducción al lenguaje 
problemas. matemático. 
Déficit de conocimientos matemáticos específicos. 


Aspectos personales relaciona- Pobre autoconcepto, especialmente autoconcepto académico (mate- 
dos. mático). 

Actitudes negativas hacia las matemáticas. 

Expectativas negativas. 


TABLA 20.5 


Elementos del análisis didáctico seleccionados 


Dificultades expuestas en el informe (tabla 20.4). 
Errores observados en las pruebas iniciales. 


Competencia lingúística y matemática. 

Sentido numérico: manejar distintas representaciones de los números. 
Análisis cognitivo 
Objetivos modificados: 

Reconocer la representación verbal, la oral, la simbólica y la pictórica de 
los primeros números naturales. 


Sumar y restar números naturales utilizando materiales manipulativos. 


Representaciones de los números naturales. 


Análisis de contenido . Pe 
Operaciones básicas: suma y resta. 


Tarea «triángulos trilingiies». 
Inicialmente trabajo individual. Posteriormente trabajo en grupo reducido. 


Análisis de instrucción 


Elaboración y uso del material. 
Análisis de actuación Pruebas personalizadas focalizadas en las representaciones y operaciones 
sencillas. 
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Ejemplo. «Triángulos de cálculo trilingüe» 


Con ayuda del profesor y de los profesores 
encargados de la inmersión lingúística, el alum- 
no debe elaborar fichas triangulares de dos ti- 
pos (figura 20.4): 


e Fichas numéricas: en ellas aparece cada 
número escrito en tres idiomas diferentes 
(en este caso particular hemos selecciona- 
do árabe, inglés y castellano), una repre- 
sentación gráfica de la cantidad a la que 
representan y su símbolo matemático. 

e Fichas de operaciones, en las que apare- 
cen los símbolos + , —, =, escritos también 
en los tres idiomas anteriores. 


Figura 20.4.—Ejemplos de fichas numéricas (número cua- 
tro) y de operaciones (suma). 


Durante las primeras sesiones el alumno 
completa las fichas insistiendo en la variedad 
de representaciones, familiarizándose con si- 
tuaciones en las que aparezcan los números 
aprendidos: la ficha para los días de la semana, 
los colores del parchís, para los dedos de la 
mano, etc. En el trabajo en clase puede formar 
parte de un grupo de alumnos a los que enseñe 
los números en su lengua de origen. 

Una vez que el alumno haya conseguido el 
objetivo relativo a las representaciones, se les 
plantea realizar operaciones utilizando las fi- 
chas y partiendo de problemas aditivos senci- 
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llos. Por ejemplo, para la operación 2 + 3 = 5 
debe colocar de manera correcta las fichas co- 
rrespondientes, como en el juego del triminó, y 
escribir en su cuaderno «dos más tres igual a 
cinco» utilizando diferentes representaciones. 

También se les presentan tableros en los que 
ya están las fichas colocadas y se les pide que 
comprueben si son correctas las operaciones y 
que las modifiquen cuando sea necesario. Para 
favorecer la inclusión, se plantean finalmente 
actividades en clase en las que los alumnos, por 
grupos reducidos, elaboren fichas con los nú- 
meros racionales (con distintas representacio- 
nes) y se verbalicen operaciones sencillas. 

En el proceso de evaluación debe tenerse en 
cuenta la evolución en la comprensión del idio- 
ma, permitiendo que el alumno resuelva las ta- 
reas propuestas utilizando la representación 
más familiar. 


Plantea una propuesta de atención a la 
diversidad para un alumno que presenta trastorno 
de déficit de atención (tiene dificultades para 
mantener la concentración en la realización de la 
misma tarea). Identifica los elementos del análisis 
didáctico a tener en cuenta. 


3.2. Adaptaciones curriculares 
para alumnado con altas 
capacidades matemáticas 


Estas adaptaciones están destinadas a pro- 
mover el desarrollo pleno y equilibrado de los 
objetivos generales de las etapas educativas, con- 
templando medidas extraordinarias orientadas a 
ampliar y enriquecer los contenidos del currículo 
ordinario y medidas excepcionales de flexibiliza- 
ción del periodo de escolarización. 

El departamento de orientación diagnostica 
a los alumnos con altas capacidades y elabora 
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un informe en que aparecen datos relativos a su 
nivel de competencia (test psicométricos, resul- 
tados académicos y otras valoraciones), su es- 
tilo de aprendizaje (estilo cognitivo, capacidad 
de atención, ritmo de ejecución y estrategias de 
aprendizaje) y su contexto escolar (integración, 
elementos curriculares). A partir de esos datos 
el profesor toma decisiones y determina qué 
elementos componen dicha adaptacion. 

Las adaptaciones curriculares para alumnos 
con alta capacidad se deben fundamentar en 
sus caracteristicas especificas, siendo sus inte- 
reses y motivaciones datos a considerar cuando 
se plantean tareas, para que sean lo mas ricas 
y variadas: participación en programas de en- 
riquecimiento con otros compañeros, competi- 
ción en Olimpiadas Matemáticas, elaboración 
de proyectos de investigación y otras. 

Por ejemplo, si el alumno está especialmen- 
te interesado en la resolución de problemas, se 
le puede proponer una dinámica de trabajo 
consistente en que, cuando satisfaga los objeti- 
vos de un tema, pueda trabajar individualmen- 


te y de manera autónoma en problemas selec- 
cionados. Los problemas propuestos en los 
concursos de olimpiadas matemáticas! pueden 
ser un estímulo para ponerse a prueba. Plata- 
formas como NRICH o BRILLIANT? plan- 
tean tareas de enriquecimiento clasificados por 
contenidos y niveles que permiten la autoeva- 
luación del alumno. 

En estos casos, el profesor interviene en la 
selección de problemas adecuados a los conte- 
nidos y objetivos de la unidad, orientando es- 
trategias de resolución y organizando los pro- 
cesos de argumentación del alumno. 

Otra perspectiva consiste en profundizar en 
un mayor grado de complejidad, presentado en 
algunos de los componentes del análisis didácti- 
co, como pueden ser las estructuras matemáticas, 
los razonamientos y los sentidos en el análisis de 
contenido, las competencias para modelizar en 
el análisis cognitivo, las tareas de reflexión y pro- 
yectos de investigación en el análisis de instruc- 
ción, junto con la presentación de resultados de 
un modo original en el análisis de actuación. 


TABLA 20.6 
Componentes seleccionados del análisis didáctico 


Mediana. 
Análisis de contenido 


Puntos notables de un triángulo. 
Problemas de ubicación: Centro geográfico. 


Objetivos: 
Análisis cognitivo 
trico y estadístico. 


Competencias matemáticas: modelizar. 


Profundizar en la relación de las propiedades de la mediana en los contextos geomé- 


Modelizar el cálculo de centros geográficos. 


Análisis de instrucción 


Tarea: ¿Por qué el término «mediana» aparece en estadística y en geometría? 
Proyecto de investigación. 


Análisis de actuación 


' Por ejemplo, los organizados por la RSME para 
alumnos de Bachillerato o los de la SAEM THALES para 
segundo de ESO. 


Presentación original de resultados. 


2 http://nrich.maths.org; https://brilliant.org/. 
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Ejemplo. Proyecto de investigación ¿Por qué 
el término «mediana» aparece en estadística 
y en geometria? 


En una primera fase de búsqueda de infor- 
mación, el profesor propone al alumno que en- 
cuentre relación entre las propiedades de la 
mediana como concepto geométrico y como 
concepto estadístico. 

La propiedad de dividir al triángulo en dos 
partes de igual área, y su relación con el cálculo 
del centro de gravedad, dan a la intersección de 
las medianas un sentido de equilibrio del polí- 
gono. Sin embargo, el centro de gravedad se 
determina de modo diferente según se conside- 
re únicamente el polígono formado por los la- 
dos, un polígono con superficie o únicamente 
tres puntos no alineados, siendo la media arit- 
mética y ponderada (no la mediana estadística) 
la que se utiliza para su cálculo. Con la ayuda 
de Geogebra el alumno investiga sobre estas 
propiedades, buscando un modelo que permita 
hallar el centro de gravedad de cualquier trián- 
gulo y su posible generalización a polígonos o 
conjuntos de puntos de plano. 

A partir de este estudio se puede modelizar 
el cálculo de centros geográficos utilizando me- 
dias aritméticas o ponderadas de los puntos 
seleccionados: poblaciones con mayor número 
de habitantes, puntos del entorno de la región, 
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ponderaciones por los activos industriales u 
otros. Utilizando Geogebra se pueden compa- 
rar resultados conocidos con los obtenidos a 
partir del cálculo de medias aritméticas y pon- 
deradas en las imágenes exportadas de una re- 
gión concreta. 

Se pueden utilizar figuras construidas con 
las piezas del Tangram (son conocidas las rela- 
ciones de sus áreas) para calcular centros de 
gravedad, ponderando según el área los centros 
de gravedad de las piezas individuales. Seleccio- 
nando únicamente los vértices o los polígonos 
formados por los lados se pueden estudiar las 
diferencias con las superficies en el cálculo de 
centros de gravedad. 

Con los resultados obtenidos de la investi- 
gación, se propone al alumno que presente un 
informe y una comunicación en un formato 
original para compartir con sus compañeros, 
simulando una presentación en un evento cien- 
tífico. 


IMAN Investiga las cuestiones planteadas en 
esta tarea y analiza el nivel de complejidad en los 
elementos del análisis didáctico que aparecen. 


para un alumno de altas capacidades matemati- 
cas, identificando los elementos del análisis di- 
dáctico. 
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el aula de matemáticas, 283, 285-287 
Centros TIC, 286 
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Problema, 268, 269 Variables de una tarea matemática escolar 220, 246- 
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APLICACIONES DE INTERVENCIÓN PSICOPEDAGÓGICA, J. N. García-Sánchez (coord.). 

ATENCIÓN A LAS NECESIDADES EDUCATIVAS ESPECÍFICAS, M." A. Lou (dir.). 

BASES TEÓRICAS Y DE INVESTIGACIÓN EN EDUCACIÓN ESPECIAL, J. L. Gallego Ortega 
y A. Rodríguez Fuentes. 

BIENESTAR PSICOLÓGICO INFANTIL, M. Fernández-Molina. 

COMO ENSEÑAR EN EL AULA UNIVERSITARIA, J. Paredes y A. de la Herrán (coords.). 

COMPENDIO CONCEPTUAL DE LA EDUCACIÓN SOCIAL, M.* Senra y J. Vallés. 

CONOCER Y COMPRENDER LAS ORGANIZACIONES EDUCATIVAS, M.“ J. Carrasco, J. M. 
Coronel, M." L. Fernández, M.“ P. García, S. González y E. Moreno. 

DESARROLLO CURRICULAR DE LA EDUCACIÓN FÍSICA EN LA EDUCACIÓN INFANTIL, 
P. Gil Madrona (coord. ). 

DipÁctICA, C. Moral Santaella y M.“ P. Pérez Garcia. 

DIDÁCTICA DE LA LENGUA Y EDUCACIÓN LITERARIA, P. Guerrero y M.“T. Caro (coords.). 

DIDÁCTICA DE LAS CIENCIAS PARA EDUCACIÓN PRIMARIA I Y II, J. M. Vílchez Gon- 
zález (coord.). 

DIDÁCTICA DE LAS CIENCIAS SOCIALES, Á. Liceras y G. Romero (coords.). 

DIDÁCTICA DE LAS CIENCIAS SOCIALES PARA LA EDUCACIÓN PRIMARIA, S. Alonso 
Arenal (coord.). 

DIFICULTADES DE APRENDIZAJE Y TRASTORNOS DEL DESARROLLO, M.“ J. Fiuza Aso- 
rey y M.* Pilar Fernández Fernández. 

DIFICULTADES DEL APRENDIZAJE ESCOLAR, J. González-Pienda y J. C. Núñez Pérez 
(coords.). 

DISLEXIA EN ESPANOL, J. E. Jiménez (coord.). 

EDUCACIÓN, NEOLIBERALISMO Y JUSTICIA SOCIAL, E. M. Martínez. 

EDUCACIÓN ESPECIAL, A. Sánchez Palomino y J. A. Torres González. 

EDUCACIÓN INTERCULTURAL Y APRENDIZAJE COOPERATIVO, M.“ J. Diaz-Aguado. 

ELEMENTOS DE DIDÁCTICA DE LA MATEMÁTICA PARA EL PROFESOR DE SECUNDARIA, 
L. Rico Romero y A. Moreno Verdejo (coords.). 

ENSEÑANZA Y APRENDIZAJE DE LAS MATEMÁTICAS EN EDUCACIÓN INFANTIL, E. 
Castro Martínez (coord.). 

ENSEÑANZA Y APRENDIZAJE DE LAS MATEMÁTICAS EN EDUCACIÓN PRIMARIA, L. 
Rico Romero y P. Flores Martínez (coords.). 

ENSEÑANZA DE LAS CIENCIAS DE LA NATURALEZA EN EDUCACIÓN INFANTIL, R. 
Quijano López (coord. ) 

ESCRITURA ACADÉMICA. De la teoría a la práctica, J. A. Núñez (coord.). 

ESCRITURA Y LECTURA EN EDUCACIÓN INFANTIL (MANUAL + CUADERNILLO), F. 
Guzmán Simón, M. Navarro Pablo y E. García Jiménez. 

ESCUELA Y TOLERANCIA, M.“ J. Diaz-Aguado. 

ESTRATEGIAS DE APRENDIZAJE, J. A. González-Pienda, J. C. Núñez Pérez, L. Alvarez 
Pérez y E. Soler Vázquez (coords.). 

ESTRATEGIAS PARA MEJORAR EL RENDIMIENTO ACADÉMICO DE LOS ADOLESCENTES, 
M.A. Adell i Cueva. 

EVALUACIÓN E INTERVENCIÓN DIDÁCTICA, F. Peñafiel Martinez, J. A. Torres Gonzá- 
lez y J. M.* Fernández Batanero. 

EVALUACIÓN E INTERVENCIÓN PSICOEDUCATIVA EN DIFICULTADES DE APRENDIZAJE, 
A. Miranda, E. Vidal-Abarca y M. Soriano. 

FORMACIÓN PARA LA EDUCACIÓN CON TECNOLOGÍAS, M.“-J. Gallego-Arrufat y M. 
Raposo-Rivas (coords.). 

FORMACIÓN PARA LA INCLUSIÓN LABORAL DE PERSONAS CON DISCAPACIDAD INTE- 
LECTUAL, M.* del R. Cerrillo y S. de Miguel (coords.). 

INICIACIÓN ESCOLAR A LA ESCRITURA Y LA LECTURA, A. Suárez Yánez. 

INNOVACIÓN EDUCATIVA. Más allá de la ficción, M. Fernández Navas y Noelia Alca- 
raz Salarirche (coords.). 

INTERVENCIÓN PSICOEDUCATIVA, L. Alvarez Pérez, J. A. González-Pienda, J. C. 
Núñez Pérez y E. Soler Vázquez. 

INTERVENCIÓN PSICOEDUCATIVA EN NIÑOS CON TRASTORNOS GENERALIZADOS DEL 
DESARROLLO, E Alcantud Marín (coord. ). 

INTERVENCIÓN PSICOLÓGICA EN ACTIVIDAD FÍSICA Y DEPORTE, P. J. Jiménez. 

INTERVENCIÓN PSICOLÓGICA CON ADOLESCENTES, M. Garaigordobil. 

INTERVENCIÓN PSICOLÓGICA PARA DESARROLLAR LA PERSONALIDAD INFANTIL, M. 
Garaigordobil Landazabal. 

INTERVENCIÓN PSICOPEDAGÓGICA EN LOS TRASTORNOS DEL DESARROLLO, J. N. Gar- 
cía Sánchez (coord.). 

INTERVENCIÓN PSICOPEDAGÓGICA Y CURRÍCULUM ESCOLAR, J. A. Beltrán Llera, V. 
Bermejo Fernández, L. E. Pérez Sánchez, M.* D. Prieto Sánchez, D. Vence Bali- 
ñas y R. González Blanco. 

LA ALTERIDAD EN EDUCACIÓN, J. L. Gallego y A. Rodríguez. 
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LA CONVIVENCIA ESCOLAR EN POSITIVO, $. Ibarrola y C. Iriarte. 

LA EDUCACIÓN REPENSADA, M.“ R. Belando-Montoro (coord.). 

LA ESCUELA A EXAMEN, M. Fernández Enguita. 

LA ORIENTACIÓN EN EDUCACIÓN INFANTIL, R. Mérida Serrano, A. Ramírez García, 
C. Corpas Reina y M.* E. González Alfaya. 

LAS CIENCIAS DE LA NATURALEZA EN LA EDUCACIÓN INFANTIL, R. Fernández Man- 
zanal y M. Bravo Tudela. 

Los MEDIOS Y LAS TECNOLOGÍAS EN LA EDUCACIÓN, M. Area Moreira. 

Los PROYECTOS DE TRABAJO, M." P. Bravo, B. Corpas, M.*C. Encinas, M.* E. Gon- 
zález (coord.), O. M.“ Guzmán, M.“ C. Lara, M.“ C. León, A. López, M. López, R. 
Mérida (coord.), M.A. Olivares (coord.) y N. Sánchez. 

MANUAL DE DIDÁCTICA, I. Gómez Hurtado y F. J. García Prieto. 

MANUAL DE DIDÁCTICA GENERAL PARA MAESTROS DE EDUCACIÓN INFANTIL Y DE 
PRIMARIA, B. Bermejo y C. Ballesteros (coords.). 

MANUAL DE DIFICULTADES DE APRENDIZAJE, M.“ del R. Ortiz González. 

MANUAL DEL EDUCADOR SOCIAL, J. Vallés Herrero. 

MANUAL DE LOGOPEDIA, F. Villegas Lirola. 

MANUAL DE PSICOLOGÍA DE LA EDUCACIÓN, J. A. González-Pienda, R. González Ca- 
banach, J. C. Núñez Pérez y A. Valle Arias (coords.). 

MANUAL DE PSICOLOGÍA DE LA EDUCACIÓN, M." del M. Prados, V. Sánchez, I. Sán- 
chez, R. del Rey, M. Á. Pertegal, M. del C. Reina, P. Ridao, F. J. Ortega y J. Mora. 

MANUAL DE PSICOLOGÍA DEL DESARROLLO APLICADA A LA EDUCACIÓN, V. Muñoz, 
I. López, I. Jiménez, M. Ríos, B. Morgado, M. Román, P. Ridao, X. Candau y 
R. Vallejo. 

MANUAL DE TUTORÍA Y ORIENTACIÓN EN LA DIVERSIDAD, J. Riart (coord.). 

MATEMÁTICAS PARA MAESTROS DE EDUCACIÓN PRIMARIA, I. Segovia Alex y L. Rico 
Romero (coords.) 

MATERIALES DE LOGOPEDIA, F. Villegas Lirola. 

MEDIACIÓN EDUCATIVA, P. Gil-Madrona y J. Abellán-Hernándezz (coords. ). 

NUEVAS TECNOLOGÍAS PARA LA EDUCACIÓN EN LA ERA DIGITAL, J. A. Ortega Carri- 
llo y A. Chacón Medina (coords.). 

NUEVOS ESCENARIOS DIGITALES, J. Barroso y J. Cabero (coords.). 

OPTIMIZACIÓN DEL DESARROLLO Y PREVENCIÓN DE RIESGOS EN EL AULA DE EDU- 
CACIÓN INFANTIL (MANUAL + SEMINARIOS), M.“ Fernández Cabezas, A. Burgos 
García, G. Alba Corredor y A. Justicia Arráez. 

ORIENTACIÓN EDUCATIVA EN EDUCACIÓN PRIMARIA, A. Ramírez (coord.). 

ORIENTACIÓN EDUCATIVA E INTERVENCIÓN PSICOPEDAGÓGICA, L. E. Santana. 

ORIENTACIÓN PSICOPEDAGÓGICA Y CALIDAD EDUCATIVA, R. Sanz Oro. 

PENSAR LA EDUCACIÓN, L. Núñez Cubero y C. Romero Pérez. 

PRÁCTICAS DE PSICOLOGÍA DE LA EDUCACIÓN, L. Álvarez Pérez, J. A. González-Pien- 
da, P. González-Castro y J. C. Núñez Pérez. 

PRÁCTICAS DE PSICOLOGÍA DEL APRENDIZAJE (MANUAL + CUADERNILLO), E. Merino 
Tejedor y J. A. Valdivieso Burón. 

PREVENCIÓN DE LAS DIFICULTADES DE APRENDIZAJE, M. J. González Valenzuela. 

PREVENCIÓN EN DIFICULTADES DEL DESARROLLO Y DEL APRENDIZAJE, J. N. García- 
Sánchez (coord.). 

PROCESOS EDUCATIVOS CON TIC EN LA SOCIEDAD DEL CONOCIMIENTO, M. Cebrián 
de la Serna y M.“ J. Gallego Arrufat (coords.) 

PROMOVER EL CAMBIO PEDAGÓGICO EN LA UNIVERSIDAD, A. de la Herrán Gascón y 
J. Paredes (coords.). 

PSICOLOGÍA DE LA EDUCACIÓN, S. Rodríguez Sánchez (coord.). 

PSICOLOGÍA DE LA EDUCACIÓN Y DEL DESARROLLO EN CONTEXTOS ESCOLARES, M.“ V. 
Trianes Torres y J. A. Gallardo Cruz (coords.). 

PSICOLOGÍA DE LA EDUCACIÓN PARA DOCENTES, J. I. Navarro y C. Martín (coords.). 

PSICOLOGÍA DEL DESARROLLO EN LA EDAD ESCOLAR, A. I. Córdoba Iñesta, A. Descals 
Tomás y D. Gil Llario (coords.). 

PSICOLOGÍA DEL DESARROLLO Y DE LA EDUCACIÓN, M.“ V. Trianes (coord.). 

PSICOLOGÍA EVOLUTIVA EN EDUCACIÓN INFANTIL Y PRIMARIA, C. Martín Bravo y J. 
1. Navarro Guzmán (coords.). 

PSICOLOGÍA PARA DOCENTES, E. Briones Pérez y Alicia Gómez-Linares (coords.). 

PSICOLOGÍA PARA EL PROFESORADO DE EDUCACIÓN SECUNDARIA Y BACHILLERATO, 
C. Martin Bravo y J. I. Navarro Guzmán (coords.). 

PSICOMOTRICIDAD E INTERVENCIÓN EDUCATIVA, D. Martin Dominguez. 

RELACIONES INTERPERSONALES EN LA EDUCACIÓN, M.“ R. Bueno y M. A. Garrido. 

SOCIOLOGÍA DE LA EDUCACIÓN, C. Gómez Jaldón y J. A. Domínguez Gómez. 

TEORÍA DE LA EDUCACIÓN, P. Casarres y A. Soriano (coords.). 

VINCULACIONES AFECTIVAS, M." J. Lafuente y M." J. Cantero López. 
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